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Марковские случайные процессы получили свое название в честь выдающегося русского математика А.А.Маркова (1856-1922), впервые начавшего изучение вероятностной связи случайных величин. В последствии основы данной теории явились основой для создания общей теории случайных процессов, а также таких важных прикладных наук, как теория диффузионных процессов, теория надежности, теория массового обслуживания и т.д [1-13]. Чаще всего цепи Маркова применяются в прогнозировании экономических процессов, например в работе посвященной оценке и прогнозированию экономической устойчивости промышленного предприятия написанной А.В. Шмидтом [14].  Существуют примеры применения аппарата Марковских цепей для прогноза миграционных процессов  состоящих в перемещении населения между различными городами [15]. Также, данный аппарат нашел применение в биологии, а именно в генетике [16]. Стоит отметить, что прогнозирование гидрологических показателей с помощью данной методики освещено во многих трудах, например [17,18], но прогнозирование именно уровня воды в реке с крутым падением водотока является на данный момент, одной из мало освещенных проблем. Данная работа посвящена этой проблеме. 
Рассмотрение изменения уровня воды в горной реке, без учета воздействия внешних факторов, позволяет определить данный процесс как случайный. Особое место в теории случайных процессов занимают Марковские процессы. Цепью Маркова называют последовательность испытаний, в каждом из которых система принимает только одно из 
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 состояний полной группы, причём условная вероятность 
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  того, что в    
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-м испытании система будет находиться в состоянии 
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, при условии, что после (
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-1)-го испытания она находилась в состоянии 
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, не зависит от результатов остальных, ранее произведенных испытаний. Переходной вероятностью 
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 называют условную вероятность того, что из состояния 
[image: image8.wmf]i

 (в котором система оказалась в результате некоторого испытания) в итоге следующего испытания система перейдет в состояние 
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. Матрицей перехода системы называют матрицу, которая содержит все переходные вероятности этой системы [19]. Периодичность измерений уровня воды на горной реке Мзымта, составляет каждые 12 часов, обычно  в 8 часов и 20 часов по Московскому времени. Учитывая это обстоятельство, разумно считать цепь Маркова, состоящую из измерений уровня воды на горной реке Мзымта, как цепь Маркова с дискретным временем[20].  
Целью данной работы является построение математической модели прогноза уровня воды, в горной реке основываясь на теорию Марковских процессов с дискретным временем.
Имеются данные об уровне воды 
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 в горной реке Мзымта за 2008, 2009 года, где 
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-год в котором производилось измерение, а 
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-порядковый номер измерения. Основываясь, на теории Марковских цепей и равенстве Маркова, построим прогноз уровня воды в горной реке на восемь дней 2010 года, а именно на период с 1 июля по 8 июля 2010 года. Для этого произведём выборку, из представленных данных, длинной шестнадцать элементов, по два наблюдения в сутки, с 1 июля по 8 июля 2008, 2009 годов: 
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В соответствии с классификацией уровней воды по чрезвычайным ситуациям разобьём данную выборку на пять категорий 
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 (таблица 1). Процесс изменения уровня воды обозначим 
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Таблица 1- разделение уровней воды по категориям

	1 категория
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	3 категория
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	4 категория
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Предполагается, что категория 1 говорит о том, что в реке уровень воды меньше нормы; категория 2 – уровень воды в реке нормальный; категория 3 – допустимо выше нормы; категория 4 – критическое состояние, условно можно назвать «паводок»; категория 5 – недопустимое состояние уровня воды в реке, условно можно назвать «наводнение».
Под состоянием системы будем понимать то, что в каждый дискретный момент времени 
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 процесс принимает одно из значений принадлежащих  категории 
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 = {1, 2…5}, т.е. 
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 - в момент времени 
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 случайный процесс принял значение, попадающее в категорию 
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Случайное событие 
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 означает, что в момент времени
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  в категории 
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 наблюдается увеличение значений. Тогда система в начальный момент времени 
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 = 2008  выглядит следующим образом 
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– количество из 16 наблюдений попавших в 
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- категорию.  Таким образом, система состоит из распределения наблюдений уровня воды по пяти категориям, и изменение состояния системы в те моменты времени 
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 – связано с переходом данных наблюдений из одной категории в другую:
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Очевидно, что такая система может принимать конечное число состояний. Система может менять свои состояния в определённые моменты 
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. 
Запишем данные  за 2009 года в матрицу 
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– количество замеров уровней воды, которые принадлежали 
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-категории в момент времени 
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–категорию в момент 
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Просуммировав столбцы матрицы 
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 получим следующий результат:

[image: image45.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

1

5

2

3

5

1

5

2009

5

1

5

2009

4

1

5

2009

3

1

5

2009

2

1

5

2009

1

2009

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

a

a

a

a

a

S

.

Для будущей проверки качества нашего прогноза, составим матрицу перехода для 2010 года обозначив ее, как 
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Просуммировав столбцы матрицы 
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, получим следующий результат:
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Используя равенство Маркова:
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где 
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- вероятность перехода системы из начального состояния 
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 в конечное состояние 
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 за 
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 шагов, r – промежуточное расстояние между 
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 - вероятность перехода системы из промежуточного состояния r в конечное состояние 
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-m шагов, и записав его в матричном виде:
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где 
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 - матрица перехода из состояния в состояние за один шаг, 
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 матрица перехода из состояния в состояние за n шагов,  вычислим состояние системы в следующий момент времени 
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Вероятностная (стохастическая) матрица перехода для 2009 года имеет следующий вид:
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Матрицу прогнозированных вероятностей, каждый элемент которой показывает вероятность перехода из состояния 
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, получим возведением в квадрат матрицы 
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В результате имеем матрицу, каждый элемент которой показывает прогнозируемое количество наблюдений уровня воды перешедших из 
[image: image72.wmf]i

–категории в категорию 
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. Вычислим матрицу прогнозируемых значений следующим образом:
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Тогда прогнозируемое состояние системы
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 Матрицы 
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 и 
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 отличаются между собой только значениями, расположенными во второй строке. Данное обстоятельство позволяет говорить о адекватности прогнозных значений реальным.

Аналогичным способом, возможно, построить состояние системы для 
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В результате проделанной работы был продемонстрирован способ применения цепей Маркова к прогнозированию уровня воды в горной реке. Полученный результат прогноза отвечает высокой согласованности прогнозируемых значений с экспериментальными данными, что позволяет сделать вывод об успешности применения данной методики. Благодаря продемонстрированной методике появляется возможность прогноза состояния системы (уровня воды в горной реке) в будущий момент.  Также, стоит отметить и недостаток данного прогноза, а именно то, что данный прогноз дает, всего лишь, вероятность перехода из одной категории значений в другую, а не конкретное значение. Вследствие чего, не представляется возможным оценить конкретную величину опасности паводковой ситуации.  Данный способ прогнозирования имеет смысл применять только вместе с другими методами прогноза. Существует объективная возможность создания программного обеспечения использующего как, результаты данной работы, так и другие методы прогнозирования, и дающего более полную оценку состояния уровня воды в горных реках на будущий краткосрочный временной период.

Данная статья выполнена при поддержке гранта РФФИ № 13-01-96518 р_юг_а и является продолжением цикла исследований посвящённых математическому моделированию состояния уровня воды в горной реке [21–23].
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