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Введение.


В работе [1] рассматривается задача о хрупком разрушении пластины под действием главных напряжений 
[image: image1.wmf]1
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 и 
[image: image2.wmf]2
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 при образовании в ней изолированного дефекта в форме «узкой» выточки с полуосями a, 
[image: image3.wmf](
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. При этом конформное отображение внешности единичного круга на плоскость с дефектом в форме выточки определяется дробно-рациональной функцией. Макроскопический критерий хрупкого разрушения (предельная кривая), а так же ориентация такой формы изолированного дефекта идентичны случаю, рассмотренному в работах [2-3], где в качестве модели дефекта принимается «узкий» эллипс. 

В настоящей работе получена предельная кривая при образовании дефекта в форме выточки, когда конформное отображение внешности единичного круга на плоскость с дефектом в форме выточки задаётся отрезком степенного ряда. В этом случае задача о вычислении высвобождающейся внутренней энергии, входящей в условие хрупкого разрушения [2-3] эффективно решается, следуя подходу, изложенному в работе [4]. При этом вычисление высвобождающейся внутренней энергии приводит к более простым выкладкам, чем в случае [1], а предельная кривая имеет вид, идентичный [1-3] и аналогично определяется ориентация трещины. Отсюда можно полагать, что форма и геометрические свойства «достаточно узкого» изолированного дефекта не влияют (в рамках предложенной модели) на величины критических нагрузок, необходимых для его развития.
1. Постановка задачи.
Пусть тело, занимающее односвязную область до образования в нём изолированного дефекта, находится в однородном напряжённо-деформированном состоянии под действием главных напряжений 
[image: image5.wmf]1
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 и 
[image: image6.wmf]2
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. Будем считать, что при образовании дефекта тело деформируется теми же напряжениями, приложенными вдали от дефекта (теоретически на бесконечности).

Рассмотрим плоскость D, ослабленную криволинейным отверстием с контуром 
[image: image7.wmf]S

, когда на бесконечности действуют во взаимноперпендикулярных направлениях напряжения 
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 и 
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, и напряжение 
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 составляет с осью ox угол 
[image: image11.wmf]a

. При этом на контуре дефекта 
[image: image12.wmf]S

 внешние напряжения равны нулю. В плоскоских задачах теории упругости компоненты тензора напряжений и вектора перемещений определяются двумя функциями 
[image: image13.wmf](
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 комплексного переменного z и их производными [5]:
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	(1.1)


где 
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 для плоской деформации и 
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 для плоского напряжённого состояния, E- модуль упругости, 
[image: image19.wmf]n

- коэффициент Пуассона.

Задача об определении напряжённо-деформированного состояния плоскости D сводится [5] к нахождению функций 
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 (комплексных потенциалов) удовлетворяющих условиям 
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или в сопряжённой форме
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и функции  
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 имеют вид [3]:
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здесь 
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- голоморфные в области D функции, включая и бесконечно удалённую точку.
2. Вычисление комплексных потенциалов.
Рассмотрим случай когда конформное отображение является отрезком степенного ряда. Тогда
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	(2.1)


Здесь 
[image: image32.wmf]R

-параметр, независящий от переменной 
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.


Если на контуре 
[image: image34.wmf]S

 имеются угловые точки возврата, в решении возникает особенность, которую можно целиком отнести к функции 
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 [6-7]. (Функция 
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 имеет соответствующие угловым точкам контура 
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 полюса 1-го порядка в точках единичной окружности 
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 определена выражением (1.5), комплексные потенциалы 
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, задаваемые равенством (1.4) можно представить в виде [6-7]:
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Из граничного условия (2.2) следует равенство 
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Подставляя в равенство (2.4) выражение (2.2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых положительных степенях 
[image: image45.wmf]s

 в обеих частях равенства, с учётом условия 
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 [5], получаем систему линейных алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов 
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, определяющих функцию 
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Здесь 
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Функцию 
[image: image52.wmf](
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 можно найти и не прибегая к сравнению коэффициентов перед одинаковыми степенями 
[image: image53.wmf]s

(см., например, [7]).


Умножая обе части равенства (2.5) на 
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 точка вне единичной окружности 
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 и интегрируя это соотношение по 
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 получаем:
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3. Вычисление интегралов внутренней энергии.
Покажем, что полученное решение может быть использовано для эффективного вычисления интегралов внутренней энергии
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Входящих в энергетическое условие хрупкого разрушения [1-3]
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В выражении (3.1) 
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- полная энергия тела при образовании в нём новой поверхности 
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 (и площади 
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- высвобождающаяся внутренняя энергия, 
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- внутренняя энергия тела без дефекта и с дефектом соответственно, 
[image: image69.wmf]S

g

- внутренняя энергия, затраченная на образование новой поверхности дефекта  
[image: image70.wmf])
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- компоненты тензора напряжений в пластине без дефекта, 
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-компоненты вектора внешней нормали к области, ограниченной контуром 
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 - компоненты вектора напряжения в пластине с дефектом,
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 -линейный коэффициент теплового расширения, 
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- абсолютная температура, 
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-символ Кронекера, 
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- для плоского напряжённого состояния,  
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-для плоской деформации, 
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- модуль упругости, 
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- коэффициент Пуассона.

Первое слагаемое в выражении (3.1)  представляет потенциальную составляющую, а второе энтропийную составляющую высвобождающейся внутренней энергии.

Используя равенства (1.1) и граничное условие (1.2), (1.3) комплексное представление интегралов (3.1) имеет вид [1-3]
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C учётом функций 
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, определяющих однородное напряжённо-деформированное состояние пластинки без дефекта, из выражения (3.3) получим
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Заметим, что для вычисления высвобождающейся внутренней энергии 
[image: image84.wmf]U

по формуле (3.4) достаточно определить функцию 
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 из решения задачи о бесконечной плоскости, ослабленной отверстием, когда на бесконечности заданы напряжения 
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, а контур отверстия свободен от внешних напряжений.

Пусть функция 
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- конформное отображает внешность единичного круга 
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 на внешность контура 
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. Переходя в интегралах (3.4) к новой переменной, получаем:
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Здесь 
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- производная точка единичной окружности 
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. Если отображение 
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 задаётся отрезком степенного ряда (2.1) то с учётом выражения (2.4) имеем:
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	(3. 6)



Из выражений (3.6) следует, что подынтегральные функции в интегралах (3.5) регулярны в области 
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£

s

, как функции комплексной переменной 
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, за исключением полюса в точке 
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. Поэтому интегралы (3.5) могут быть вычислены при помощи вычетов. Подставляя равенства (3.6) в выражение (3.5) и, вычисляя интегралы внутренней энергии, получаем:
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Коэффициенты 
[image: image101.wmf]l
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, определяющие функцию 
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, входящие в выражение для внутренней энергии (3.7) находятся из решения системы линейных алгебраических уравнений (2.6).
Пусть параметрическое уравнение контура 
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где 
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a, b –характерные размеры дефекта.
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Рис.1

Функция, конформно отображающая внешность единичной окружности на внешность контура (3.8) имеет вид:
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Поскольку выражение (3.9) является отрезком степенного ряда, коэффициенты 
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находятся из решения системы (2.5). С учётом выражения (3.9) 
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Решая систему (2.5) находим 
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Подставляя выражения (3.10), (3.11) в формулу (3.7) получим:
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	(3.12)


Пологая в равенстве (3.12) 
[image: image127.wmf]1
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, получаем выражение (3.7) для высвобождающейся внутренней энергии при образовании изолированного внутреннего дефекта в виде математического разреза [1-3].


Очевидно, что в этом случае высвобождающаяся внутренняя энергия вычисляется значительно проще, чем в случае [1], и выражение (3.12) по сравнению с аналогичным выражением [1]  имеет более простой вид.

4. Макроскопический критерий хрупкого разрушения при образовании изолированного дефекта в виде выточки.
Состояние тела, при котором распространение дефекта (трещины) возможно, называется предельным состоянием равновесия, а условие наступления такого предельного состояния называют макроскопическим критерием разрушения. В случае однократного статического нагружения это энергетическое условие (3.2). При дополнительных предположениях о форме и расположении дефекта из условия (3.2) следует макроскопический критерий хрупкого разрушения в виде:
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который представляет предельную кривую в пространстве главных напряжений 
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 и 
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, определяющую все те комбинации пределов прочности, при которых возможно распространение дефекта с характеризующим его размером 
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Дифференцируя выражения (3.12) по a в соответствии с условием (3.2) при 
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	(4.2)


В силу изотропии [1-3] необходимо потребовать выполнение условия
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С учётом равенства (4.3) после преобразований запишем условие (4.2) в виде:
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	(4.4)


здесь 
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Тогда при 
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 из выражений (4.4) получим макроскопический критерий хрупкого разрушения (1.1) (предельную кривую) в пространстве главных напряжений 
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 при однократном статическом нагружении:
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	(4.5)


здесь обозначено
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Условие (4.3) при 
[image: image155.wmf]1
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 имеет вид
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Выражение (4.6) совпадает условием, полученным в работах [1-3]. Из равенства (4.6) следует, что независимо от комбинации критических напряжений 
[image: image157.wmf]1
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 и 
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, соответствующих точкам, лежащим на кривой разрушения (4.5) трещина всегда будет ориентирована или перпендикулярно к линии действия растягивающего напряжения или вдоль сжимающего напряжения, т.е. величина 
[image: image159.wmf](

)

*

a

a

 всегда принимает одно из двух значений либо 0,   либо 
[image: image160.wmf]2

p

 [1-3].

Оценим выражение
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	(4.7)


При 
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Пусть 
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	(4.8)


В силу оценки (4.8) критерий (4.5) с точностью до величин порядка 
[image: image168.wmf]e

 имеет вид:
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	(4.9)


Из выражения (4.5) находим, что при 
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При одних и тех же значениях величины 
[image: image172.wmf]*

n

 выражение (4.9) совпадает с критерием, полученным в работах [1-3]. 
При таком предположении геометрические свойства и форма «достаточно узкого» дефекта не влияют на величины критических нагрузок, необходимых для начала его развития.
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