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	В работе предложена общая математическая модель нестационарного неизотермического процесса переноса бинарного электролита в разбавленных растворах в электромембранной системе (ЭМС) с учетом совместного действия гравитационной, вынужденной и электроконвекции в потенциодинамическом режиме. Эта модель представляет собой краевую задачу для системы двумерных квазилинейных уравнений Навье-Стокса, Нернста-Планка-Пуассона в частных производных.  Развита теория подобия процесса тепломассопереноса в электромембранных системах, конкретно в канале обессоливания электродиализного аппарата, с учетом с учетом совместного действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и электроконвекции. Показано, что критерий электроконвекции явно не зависит от начальной концентрации и поэтому электроконвекция возникает при любой начальной концентрации. В то же время критерий концентрационной конвекции линейно зависит от  начальной концентрации и поэтому при высоких концентрациях превалирует концентрационная конвекция, а при более низких концентрациях, роль гравитационной конвекции начинает падать при одновременном возрастании роли электроконвекции. Построенная в работе теория подобия процесса тепломассопереноса в канале обессоливания электродиализного аппарата, с учетом совместного действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и электроконвекции имеет важное значение для инженерных расчетов, для масштабирования результатов экспериментов в электромембранной ячейке для промышленных электродиализных аппаратов обессоливания воды
	In the article, we have suggested a general mathematical model of non-stationary and non-isothermal process of a binary electrolyte transfer in dilute solutions in an electro-membrane system (EMS), taking into account the joint action of gravitational convection, forced convection and electro convection in potential dynamic mode. This model is a boundary problem for a system of two-dimensional quasi-linear Navier-Stokes equation and Nernst-Planck-Poisson in partial derivatives equation. We have developed a theory of similarity of the process of heat and mass transfer in electro-membrane systems, specifically, in a desalting channel of electro dialysis apparatus, taking into account joint actions of concentration polarization, space charge, gravity convection, forced convection and electro convection. It is shown that the criterion of electro convection does not directly depend on the initial concentration, and, therefore, electro convection occurs at any initial concentration. At the same time, the criterion of concentration convection linearly dependents on the initial concentration, and, therefore, at high concentrations, concentration convection prevails, while at lower concentrations, the role of gravitational convection begins to fall whereas the role of electro convection increases. The theory of similarity of the process of heat and mass transfer in the desalting channel of electro dialysis apparatus built in this work taking into account the joint action of concentration polarization, space charge, gravity convection, forced convection and electro convection is important for engineering calculations, for scaling the results of experiments in an electro-membrane cell for industrial electro dialysis water desalting apparatus
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Введение. Тепломассоперенос бинарного электролита в канале обессоливания электродиализного аппарата сопровождается рядом электрохимических процессов, включая конвективный перенос, диффузию, электромиграцию, образование пространственного заряда, джоулевый разогрев электролита и т.д. Имеется ряд экспериментальных данных, позволяющих предположить, что сверхпредельный массоперенос в электромембранных системах связан с некоторым видом конвективного смешивания, развивающегося вблизи межфазной границы [1, 2]. В качестве такой конвекции в настоящее время рассматриваются гравитационная конвекция и электроконвекция. Возникновение гравитационной конвекции зафиксировано экспериментально шлирен-методом и с помощью лазерной интерферометрии [3]. 

 Современное состояние теории массопереноса в электродных системах с гравитационной конвекцией описано и проанализировано в обзоре [4]. В мембранных системах описание гравитационной конвекции с учетом изменения концентраций и джоулева разогрева проведено в работах В.А. Шапошника, Е.Н. Коржова и О.В. Григорчук (см., например, [5]). Однако в этих работах изучен только стационарный перенос в допредельном режиме и не рассматриваются вынужденная конвекция и перенос тепла через мембрану.

В работах [6, 7] с использованием математической модели была теоретически проанализирована роль гравитационной конвекции и указаны условия, при которых она имеет существенное влияние на тепломассообмен. Было показано, что для этого, например, необходимо, чтобы ширина камеры обессоливания была достаточно большей. Для узких каналов роль гравитационной конвекции незначительна. Однако эти выводы были получены из анализа математических моделей с условием электронейтральности, т.е. при допредельных токовых режимах. 
В работе [8] показано, что в запредельном режиме, в области пространственного заряда тепла выделяется значительно больше, чем в области электронейтральности. В связи с этим возникает необходимость в теоретическом исследовании гравитационной конвекции и ее учет в мембранных системах в запредельном режиме с учетом пространственного заряда.  
Однако имеются ряд экспериментов ставящих под сомнение роль гравитационной конвекции [9]. В качестве примера можно указать на эксперименты по изменению  ориентации электромембранной ячейки относительно поля тяжести Земли [10].  Они показали, что выход по току меняется лишь для относительно широких каналов при небольших скоростях прокачки. Следовательно, возникает гипотеза, что возможно, лишь при таких условиях гравитационная конвекция влияет на перенос ионов соли.

Теоретическое исследование электроконвекции в настоящее время интенсивно развиваются, однако, из-за имеющихся математических и вычислительных трудностей находится, по-видимому, в начальной стадии. Тем не менее, в последнее время, складывается убеждение о значительном вкладе электроконвекции в свехпредельный режим.  Современное состояние теории электроконвекции описано и проанализировано в обзоре [11].
 Для электроконвекции различают два существенно разных вида: электроосмос первого рода и электроосмос второго рода.  Теория электроосмоса первого рода или квазиравновесного электроосмоса у селективной границы была развита С.С. Духиным, Б.В. Дерягиным, Н.А. Мищук и другими [12, 13]. Теория электроосмоса второго рода развита в работах И. Рубинштейна, Б. Зальцмана [14, 15], М. Базанта [16, 17] и др.  Таким образом, можно сказать, что в работах С.С. Духина, Н.А. Мищук, И. Рубинштейна и Б. Зальцмана, М. Базанта заложены основы теории электроконвекции в ЭМС. 

Однако в этих работах при математическом моделировании электроконвекции накладываются некоторые ограничения: отсутствует вынужденная конвекция, уравнение Пуассона используется лишь для одномерного случая, а в двумерном случае вместо него используется условие электронейтральности в сочетании с условием скольжения на межфазной границе, в качестве граничных условий для концентрации используется условия периодичности, поскольку канал предполагается бесконечным. Условия периодичности не позволяет учесть обессоливание раствора вниз по потоку. Для решения краевых задач используется метод конечных разностей, и при этом для нелинейного анализа устойчивости используется введение в разностные схемы периодических возмущений. Необходимо отметить, что ошибки, неизбежные при численном решении, в принципе делают ненужным периодические возмущения, вносящие дополнительные искажения в решение. Расчеты, проведенные нами, показывают, что скорость скольжения, рассчитанная по формуле Рубинштейна и Зальцмана, намного меньше скорости вынужденного течения раствора, реально применяемого на практике, и соответственно, не оказывает существенного влияния на исследуемые процессы. Поэтому подход, используемый ими для моделирования электроконвекции, при наличии вынужденной конвекции неприменим. Кроме того, электроконвекция моделируется лишь для диффузионного слоя, что не позволяет исследовать изменение толщины диффузионного слоя в зависимости от длины аппарата, величины падения потенциала и т.д.

Дальнейшее развитие теория электроконвекции получила в работах [18-21]. В этих работах предложена 2D-математическую модель переноса ионов в мембранных ячейках с учетом вынужденной конекции и электроконвекции, при отсутствии химических реакций. Модель основана на связанных уравнениях Навье-Стокса и Нернста-Планка - Пуассона и не содержит каких-либо настраиваемых параметров. Численное решение найдено без априорного разделения всего решения на электронейтральную и заряженную области. Учет ненулевой вынужденной конвекции и специфичные граничные условия, отличают модели друг от друга и от тех, которые были разработаны ранее. В этих работах проведен численный анализ исследуемой задачи, установлены основные закономерности возникновения и развития электроконвекции. В работе [20] впервые теоретически рассчитана вольтамперная кривая. Проведено сопоставление численных результатов  с экспериментальными данными и показано их качественное сходство.

В проанализированных выше работах используются, как правило, размерные величины. Поэтому фактически исследуется влияние отдельных факторов, например, скачка потенциала, средней скорости вынужденного течения раствора, геометрических характеристик канала, начальной концентрации, и т.д. на процесс переноса. Однако влияние этих факторов проявляется не порознь, а совместно. Таким образом, возникает проблема введения безразмерных комплексов из размерных величин, имеющих физический смысл и позволяющих выразить внутренние связи процесса. Как известно, для решения этой проблемы используется теория подобия, основанная на переходе к безразмерным параметрам в уравнениях и формулах, описывающих процесс, с использованием характерных для изучаемой системы величин. 
Имеется много работ (см. [4, 28]), посвященных переходу к безразмерным переменным и критериям подобия в задачах, где предполагается выполнение условия электронейтральности. В этих работах исследуется в основном влияние вынужденной и естественной конвекции на тепломассоперенос. Однако в рамках предположения о выполнение условия электронейтральности прямой учет влияния электроконвекции невозможен, а косвенный учет затруднен и требует привлечения дополнительных условий типа условий скольжения. В связи с этим возникает проблема перехода к безразмерным переменным и построения теории подобия с использованием уравнений Нернста-Планка и Пуассона, Навье-Стокса и уравнения теплопроводности. Связь между этими уравнениями осуществляется за счет учета электрической силы и подъемных сил, возникающих в результате концентрационной поляризации, пространственного заряда и джоулевого разогрева раствора.
Переход к безразмерным переменным в системе уравнений Нернста-Планка и Пуассона в частном случае бинарного 1:1 электролита впервые осуществлен, по-видимому, в  [22]. Там же предлагается физический смысл некоторых критериев подобия . 
В работах [4, 21] осуществлен переход к безразмерным переменным в связанной системе уравнений Нернста-Планка, Пуассона и Навье-Стокса. 
Из-за того, что в качестве характерного масштаба  взята длина мембраны физическая  интерпретация безразмерных параметров не совпадает с [22, 23], их физический смысл неясен. 

В работе [24] нами была разработана теория подобия для электромембранных систем с учетом электроконвекции. Однако в этой работе не учитывалось гравитационная конвекция, возникающая в результате концентрационной поляризации и джоулевого разогрева раствора.

Противоречия в экспериментальных данных и их интерпретации, несовершенство модельных представлений делает невозможным адекватное описание процессов, протекающих в реальных электрохимических системах. Таким образом, теоретическое исследование изучение сверхпредельного тепломассопереноса в канале обессоливания электродиализного аппарата для бинарного электролита в условиях совместного действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, вынужденной, гравитационной и электроконвекции, выяснения роли и влияния каждого из них на перенос ионов соли в электромембранных системах является актуальной проблемой.

Данная работа является продолжением и развитием работ [24, 25]. В ней построена теория подобия процессов переноса в канале обессоливания с учетом всех типов конвективного движения раствора в электромембранных системах, а именно с учетом вынужденной конвекции, гравитационной конвекции и электроконвекции, предложены некоторые нетривиальные критерии подобия и определен их физический смысл.

§1 Постановка задачи
Для теоретического изучения взаимодействия вынужденной, гравитационной и электроконвекции, а также джоулева разогрева раствора и переноса тепла через мембраны, построим двумерную модель нестационарного переноса бинарного электролита в гладком прямоугольном канале обессоливания электродиализного аппарата.

            В электромембранных технологиях очистки воды, как правило, применяется два основных режима эксплуатации электродиализных аппаратов: гальванодинамический (гальваностатический) и потенциодинамический (потенциостатический).

В данной работе исследуется потенциодинамический режим. Будем считать что рассматриваемые катионообменные и анионообменные мембраны являются гомогенными. Кроме того, поверхности ионообменных мембран будем считать эквипотенциальными.  
1.1 Переход к безразмерному виду, оценка критериальных чисел, входящих в уравнения

При проведении и анализе физических и численных экспериментов можно видеть, что часть данных, условно говоря, неизменна, а другая часть варьируется от эксперимента к эксперименту.  Если ограничиться экспериментами с  раствором хлорида натрия, то неизменными можно считать коэффициенты диффузии катиона (
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 Используются также универсальные постоянные: число Фарадея 
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Изменяемыми параметрами, определяющими условия эксперимента, являются, ширина канала обессоливания H, которая обычно меняется в зависимости от размера экспериментальной ячейки, длина канала L, средняя скорость вынужденного течения раствора 
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Ниже предлагаются данные характерные для процесса тепломассопереноса в канале обессоливания электродиализного аппарата. Они используются ниже при переходе к безразмерному виду. Часть этих данных вводится независимо, другая получается «автоматически» при переходе к безразмерному виду.
1) Характерные скорость, пространственная величина,  время
Средняя скорость вынужденного течения раствора варьируется от 
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м/с и она берется в качестве характерной скорости. 

Поскольку, начальное  вынужденное течение направлено вдоль канала, то, казалось бы, что нужно использовать в качестве характерного расстояния длину канала, и, определять через него, например, характерное время, число Рейнольдса и т.д. Однако в гидродинамике, для течения в канале в качестве характерного размера берется именно ширина канала 
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2) каким ни было течение в начале канала, она при 
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 вниз по течению становится течением Пуазейля, т.е. характерная длина  
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Ширина канала обессоливания ЭДА меняется от 0.5 мм до 10 мм, а длина от 1 мм до десятков сантиметров. С учетом 1) и 2) получаем, время 
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 рассматривается как длина канала, равная по размеру ширине канала. Кроме того, в данной задаче основное внимание уделяется процессам переноса ионов соли, через ионообменные мембраны, т.е. поперек канала.
2) Характерные значения падения потенциала, начальной концентрации и температуры. Падение потенциала в камере обессоливания от  меняется от 
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3) Характерное давление. Для движения раствора со средней скоростью
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 является характерным давлением, которая называется также скоростным напором или динамическим давлением. В аэро- и гидродинамике она обычно служит в качестве характерного масштаба гидродинамического давления и используется при определении аэродинамических коэффициентов.
4) Характерные величины плотности тока и электрической силы. Характерным значением плотности тока служить предельная плотность тока, которая считается по формуле 
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[image: image35.wmf]H

 является:

       
[image: image36.wmf]2

0

0

2

H

C

RT

F

el

=

                                                    (1)

1.2 Переход к безразмерным уравнениям

1) Формулы перехода. Для математической постановки задачи и численного ее решения необходимо привести уравнения к безразмерному виду. Для этого сделаем следующие замены:
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1.3 Безразмерные параметры в уравнениях и краевых условиях и их физический смысл
Рассмотрим безразмерные параметры и выясним их физический смысл: 
1) Длина  
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2) Число Пекле 
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3) Число Рейнольдса 
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4) Число Прандтля 
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5) Физический смысл величины  
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 можно рассматривать как величину обратную к характерной безразмерной электрической силе: 
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- физическая постоянная величина имеющая размерность силы. Таким образом: 
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может быть названа обратным числом электрической силы.
 6) Физический смысл величины 
[image: image69.wmf]2

0

0

0

0

V

C

RT

K

el

r

=

. Число  
[image: image70.wmf]el

K

 можно рассматривать как отношение электрической силы к силе инерции 

[image: image71.wmf]in

el

el

F

F

H

V

H

C

RT

V

C

RT

K

=

=

=

2

2

0

0

2

0

0

2

0

0

0

0

r

r

 ,  где                                         (3)


[image: image72.wmf]2

0

0

H

C

RT

F

el

=

 - характерная электрическая сила, 
[image: image73.wmf]2

2

0

0

H

V

F

in

r

=

 - сила инерции.

7) Общее критериальное число электроконвекции 
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 определяется как коэффициент при безразмерной электрической силе, ответственной за электроконвекцию, т.е. в виде (4)  или через размерные параметры (5):
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Из определения числа электроконвекции 
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 следует существование такого его критического значения 
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10) Числа   
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11) Введем в рассмотрение также безразмерные параметры, входящие в краевые условия [24]: 
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, имеющие смысл, соответственно, общего значения, начального значения и темпа прироста потенциала, а также граничных значений концентраций на анионообменной и катионообменной мембранах. Кроме того, важным параметром является отношение длины к ширине 
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12) Оценка безразмерных параметров показывает, что для характерных значений размерных величин для электродиализа, число Рейнольдса имеют порядок 
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 можно считать малым параметром, поскольку он меняется от 
[image: image106.wmf]17

10

-

до 
[image: image107.wmf]7

10

-

. Число 
[image: image108.wmf]el

K

имеет порядок 
[image: image109.wmf]3

10

10

¸

.  Число 
[image: image110.wmf]ek

K

имеет порядок 
[image: image111.wmf]4

14

10

10

-

-

¸

. 


§2 Краевая задача в безразмерном виде
1) Система уравнений в безразмерных величинах имеет вид (индекc «u» для упрощения записи опущен):
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2) Краевые условия в безразмерном виде
Поверхности ионообменных мембран считаются эквипотенциальными 
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1) Условия на поверхности анионообменной мембраны: 
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2) Условия на поверхности катионообменной мембраны:
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4) Условия на входе в канал обессоливания:
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         5) Условия на выходе из канала:

[image: image138.wmf]2

,

1

,

0

=

=

¶

¶

-

¶

¶

-

i

y

C

D

y

C

D

z

i

i

i

i

i

j



[image: image139.wmf]).

/(

)

(

2

2

2

2

1

1

2

1

2

2

2

1

1

1

C

D

z

C

D

z

C

D

z

C

D

z

n

n

+

+

Ñ

×

-

=

Ñ

×

r

r

j



[image: image140.wmf],

0

)

,

,

(

=

L

x

t

V

x



 EMBED Equation.3  [image: image141.wmf](

)

,

1

6

)

,

,

(

0

x

x

V

L

x

t

V

y

-

=



[image: image142.wmf],

)

,

1

,

(

)

,

0

,

(

0

P

L

t

P

L

t

P

=

=



[image: image143.wmf]0

)

,

,

(

=

¶

¶

x

L

x

t

T

.
6) Начальные условия: 
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§3 Нетривиальные критерии подобия
Один из нетривиальных мультипликативных критериев подобия, вводится по определению:
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Поскольку в данной работе предполагается, что 
[image: image150.wmf]0

D

 и 
[image: image151.wmf]n

 являются постоянными, то постоянным является число Прандтля: 
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. Числа Пекле и Рейнольдса связаны соотношением:  
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Нетривиальные критерии подобия находим, комбинируя тривиальные критерии подобия. Через 
[image: image154.wmf]i
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 будем обозначать постоянные не зависящие от критериев подобия, т.е. физические постоянные в данной задаче. 

Найдены следующие нетривиальные критерии подобия: 
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§4 Основные закономерности взаимодействия вынужденной, гравитационной и электроконвекции на основе анализа критериев подобия
1) Выводы из анализа критериев подобия

Запишем критерии подобия, отвечающий за электроконвекцию:
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Из (13) следует, что 
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 явно зависит только от начальной температуры 
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, начальной скорости прокачки раствора 
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 и ширины канала 
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 в виде комплекса 
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, причем зависимость квадратичная. При этом, чем меньше скорость вынужденного течения и (или) ширина канала, и (или) выше температура, тем сильнее выражена электроконвекция. 

Запишем критерии подобия, отвечающие за концентрационную конвекцию,  в виде:
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Из (14) следует, что 
[image: image173.wmf]i
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 явно зависит только от начальной концентрации 
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, начальной скорости прокачки раствора 
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 и ширины канала 
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 в виде комплекса 
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.  При этом, чем меньше скорость вынужденного течения, тем сильнее выражена концентрационная конвекция, причем зависимость, как и в случае электроконвекции квадратичная. В то же время, в отличие от электроконвекции концентрационная конвекция усиливается с увеличением ширины канала. Кроме того, критерии подобия, отвечающий за концентрационную конвекцию зависят от начальной концентрации, причем эта зависимость является линейной, и, следовательно, концентрационная конвекция усиливается  с увеличением начальной концентрации раствора. 
Запишем критерий подобия, отвечающие за тепловую конвекцию в виде:
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Из (15) следует, что 
[image: image180.wmf]T
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 явно зависит только от начальной температуры 
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, начальной скорости прокачки раствора 
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 и ширины канала 
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 в виде комплекса 
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. Зависимость тепловой конвекции от начальной скорости прокачки раствора 
[image: image185.wmf]0
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 и ширины канала 
[image: image186.wmf]H

 аналогично такой зависимости концентрационной конвекции. В то же время,  тепловая конвекция зависит не от начальной концентрации, а от начальной температуры, причем эта зависимость является линейной, и, следовательно, тепловая конвекция усиливается  с увеличением начальной температуры раствора.
 
Таким образом, теоретически доказано, что с увеличением начальной концентрации и (или) ширины канала, начинает превалировать концентрационная конвекция, а с уменьшением начальной концентрации и (или) ширины канала, начинает превалировать электроконвекция. В то же время при прочих равных условиях, с увеличением температуры вначале будет превалировать тепловая конвекция (зависимость 
[image: image187.wmf]T
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 от 
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 линейная), а затем электроконвекция (зависимость 
[image: image189.wmf]ek
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 от 
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 квадратичная). 

Определенные выше теоретические закономерности подтверждены численным исследованием краевой задачи. Показано, что для раствора хлористого натрия при комнатной температуры и ширине канала обессоливания порядка 1 мм  и скорости вынужденной конвекции  0.001 мм/с,  концентрационная конвекция превалирует в области концентраций порядка 10 и более моль/м3, а электроконвекция превалирует в области концентраций порядка 0.1 и менее моль/м3 [29].

2) Выводы из анализа нетривиальных критериев подобия


Запишем для удобства все полученные выше нетривиальные критерии подобия: 
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С точки зрения влияния начальных данных на концентрационную конвекцию, из равенства 
[image: image196.wmf]2
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 получаем, что роль катионов и анионов, практически одинаково. Отсюда следует, что при 
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 течение в канале будет симметричным.

Равенство 
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 показывает соотношение между концентрационной конвекций и тепловой конвекцией с учетом пространственного заряда и джоулевым разогревом раствора и степень влияния каждого из их на тепломассоперенос.  
Равенства, 
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, и их аналоги, получаемые заменой 
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 показывает соотношение между вынужденной конвекцией, концентрационной конвекций и тепловой конвекцией с учетом джоулевого разогрева раствора и степень влияния каждого из них на тепломассоперенос.
Заключение. Построена достаточно общая математическая модель нестационарного переноса бинарного электролита в электромембранных системах с учетом совместного действия гравитационной, вынужденной и электроконвекции. Она представляет собой краевую задачу для системы квазилинейных уравнений в частных производных. 
Развита теория подобия процесса тепломассопереноса в электромембранных системах, конкретно в канале обессоливания электродиализного аппарата, с учетом с учетом совместного действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и электроконвекции. 

Найдены нетривиальные критерии подобия и выяснен вклад концентрационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и электроконвекции в тепломассоперенос.
 Показано, что критерий электроконвекции явно не зависит от начальной концентрации и поэтому электроконвекция возникает при любой начальной концентрации. В то же время критерий концентрационной конвекции линейно зависит от  начальной концентрации и поэтому при высоких концентрациях превалирует концентрационная конвекция, а при более низких концентрациях, роль гравитационной конвекции начинает падать при одновременном возрастании роли электроконвекции. 
Построенная выше теория подобия процесса тепломассопереноса в канале обессоливания электродиализного аппарата, с учетом совместного действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и электроконвекции имеет важное значение для инженерных расчетов, для масштабирования результатов экспериментов в электромембранной ячейке для промышленных электродиализных аппаратов обессоливания воды.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 13-08-93105-НЦНИЛ_а, № 13-08-93106-НЦНИЛ_а  и  № 13-08-96525 р_юг_а.
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