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	В работе исследованы решения уравнений Навье-Стокса, связанные с решениями уравнений Эйнштейна для пустого пространства. Указаны метрики, в которых уравнения Навье-Стокса интегрируются точно. Показано, что решениям уравнений Навье-Стокса общего вида соответствуют метрики, описывающие в общей теории относительности пространства с кривизной отличной от нуля.    


	In this paper, we investigated solutions of the Navier-Stokes equations associated with the solutions of Einstein's equations for empty space. There exists a metric in which the Navier-Stokes equations are integrated exactly. We demonstrate that the solution of the Navier-Stokes equations of general form consistent metrics describing in general relativity space with nonzero curvature.
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Введение

  
Вопрос о единственности и гладкости уравнений Навье-Стокса был сформулирован в виде шестой проблемы тысячелетия [1-2]. Для этой проблемы имеются, как математические доказательства существования сильного решения [3], так и доказательства потери единственности решений при взрывной неустойчивости за конечное время [4]. 

Как известно, уравнения Навье-Стокса являются математической моделью движения вязкой несжимаемой жидкости, поэтому для физических приложений представляют интерес не любые решения, а только те, которые описывают реальные течения. Но в природе жидкость движется при любых условиях, независимо от свойств единственности или гладкости поля скорости. Достаточно будет указать на явления турбулентности, кавитации, дробления, обтекание инородных тел и ударные волны, В каждом случае для описания движения необходима своя модель, которая может значительно отличаться от модели Навье-Стокса [5-6].  

С другой стороны, даже если поле скорости является единственным и гладким, то это еще не гарантирует, что такое движение непременно реализуется в природе. Возникает вопрос, можно ли математически разделить все решения на такие, которые имеют физический смысл и такие, которые заведомо не имеют такового смысла? В настоящей работе мы используем принцип относительности Эйнштейна [7], а также способ представления движения в общей теории относительности [8-30] для ответа на этот вопрос. В результате построены решения  общего вида уравнений поля в вакууме в общей теории относительности  Эйнштейна, описывающие классическое движение частиц в сплошной среде типа вязкой несжимаемой жидкости. 

Принцип эквивалентности и уравнения гидродинамики в общей теории относительности

Уравнения Эйнштейна имеют вид [8-11]:   
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  - тензор Риччи, метрический тензор и тензор энергии-импульса;  [image: image4.wmf]c
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- космологическая постоянная Эйнштейна, гравитационная постоянная и скорость света соответственно; 
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- тензор Римана, 
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– символы Кристоффеля второго рода. 

Ранее было установлено, что уравнение Эйнштейна связано с уравнениями Максвелла, Навье-Стокса, Янга-Миллса и Шредингера [13-28]. Указанные связи не являются случайными, так как уравнение Эйнштейна (1) отражает наиболее фундаментальные свойства движения и материи. В частности, принцип эквивалентности, положенный в основу общей теории относительности, гласит, что «инерция и тяжесть тождественны; отсюда и из результатов специальной теории относительности неизбежно следует, что симметричный «фундаментальный тензор» (
[image: image7.wmf]ik

g

) определяет метрические свойства пространства, движение тел по инерции в нем, а также и действие гравитации» [7].

Однако принцип эквивалентности, видимо, имеет и более широкое применение, например, в квантовой механике [16-20]. Фактически этот принцип означает, что любое ускорение, обусловленное внешними силами, эквивалентно некоторому изменению метрики. Действительно, в общем случае уравнения движения материальной точки в гравитационном поле можно представить в форме [7-11]
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Рассмотрим метрику, связанную с движением материальной точки с заданной скоростью 
[image: image9.wmf])
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Вычисляя отличные от нуля коэффициенты аффинной связности в метрике (4), получим
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Уравнения (3) удовлетворяется тождественно, если мы положим 
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Следовательно, метрика (4) описывает классическое движение с ускорением. Уравнение (1) для пустого пространства и при равной нулю космологической константе также удовлетворяется, поскольку 
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  в метрике (4). Следовательно, движение с ускорением не изменяет кривизну пространства, если ускорение является только функцией времени.

Однако если мы предположим, что существует поле скорости, зависящее, например, от одной координаты, 
[image: image14.wmf])
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, то придем к очень сложной теории, с отличной от нуля скалярной кривизной
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Таким образом, в общей теории относительности для поддержания градиента скорости необходимо определенное распределение материи, что в общем случае не может быть выполнено. Поэтому теория релятивистской гидродинамики [11, 29-31] построена на преобразовании тензора энергии импульса, а не на преобразовании поля скорости.

Рассмотрим уравнения гидродинамики в общей теории относительности. Предполагая, что уравнения гидродинамики справедливы локально, можно записать эти уравнения в произвольных координатах. В случае вязкой жидкости имеем [29-30]:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image17.wmf]m
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Здесь обозначено 
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 – локальная скорость жидкости; 
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– плотность энергии и давление соответственно; тензор вязких напряжений имеет вид
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image21.wmf]a
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Предполагается, что известно уравнение состояния, связывающее плотность энергии и давление. В случае идеальной жидкости первое уравнение (8) приводится к стандартному виду [10]
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При таком подходе предполагается, что уравнения гидродинамики описывают динамику частицы жидкости независимо от того, что диктуется уравнением (3). Этот странный результат исторически связан с тем, что в уравнении (1) тензор энергии импульса материи может быть задан независимо от метрики [7-11, 29-31]. Однако в последнее время появились исследования [21-28] и другие, в которых уравнение Навье-Стокса выводится прямо из уравнений (1) в многомерном пространстве с метрикой вида [23]
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Уравнения Навье-Стокса следуют из уравнения (1) для пустого пространства с метрикой (11) путем решения методом последовательного приближения. В первом приближении выполняется уравнение неразрывности,  во втором приближении выполняется система уравнений уравнения Навье-Стокса в форме
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Здесь кинематическая вязкость определяется как в 
[image: image26.wmf]0
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.  Отметим, что описание полей ускорения, обусловленных соответствующими гравитационными потенциалами, в рамках общей теории относительности является вполне логичным и обоснованным. Однако принцип эквивалентности получил различное толкование у различных авторов. 

Так, например, в [8] утверждается, что при переходе во вращающуюся систему отсчета возникают стационарные гравитационные поля. С другой стороны, в [9] приведены доказательства того, что полей ускорения не существует, что эти поля являются фиктивными.  Поэтому во вращающейся системе координат возникают не гравитационные поля, а фиктивные «поля тяготения». Однако в монографии [12] было показано, что любое силовое поле может привести к искривлению пространства-времени.    

Вайнберг [10] различает инерционные и гравитационные силы, поэтому его формулировка принципа эквивалентности сводится к  утверждению, что «локально-инерциальные координаты 
[image: image27.wmf]a

x

X

, которые мы вводим в данной точке 
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, могут быть выбраны так, что первые производные метрического тензора в точке 
[image: image29.wmf]X

 исчезают». 

Мы придерживаемся исходной формулировки принципа эквивалентности [7], из которого следует, что любое ускорение эквивалентно изменению метрики и, следовательно, может быть описано метрическим тензором и уравнениями (1)-(3). 

Гравитационные поля в гидродинамические течения

Наша задача заключается в том, чтобы найти такие метрики, которые описывают движение параболическими уравнениями, похожими на уравнения Навье-Стокса (12). То, что такие метрики существуют, доказано в работах [17-28] и других. 

Однако метрики типа (11), в которых уравнения Навье-Стокса (12) выводятся из уравнения (1) для пустого пространства приводят к увеличению размерности самого пространства. Кроме того, теория гравитации в пространствах с метрикой типа (11) намного сложнее, чем теория уравнений Навье-Стокса.  Поэтому есть основания для поиска более простых метрик, в которых уравнения поля сводятся к параболическим уравнениям. Рассмотрим метрику вида
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Уравнения поля для пустого пространства нулевой кривизны в метрике (13) сводятся к одному уравнению второго порядка 
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Отметим, что уравнение (14) изменяет свой тип в зависимости от  знака производной  
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в области  
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в области  
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Вычисляя коэффициенты аффинной связности в метрике (13) в четырехмерном пространстве-времени находим уравнения движения


[image: image36.wmf].

2

'

,

2

'

,

2

,

2

'

,

2

,

2

2

22

2

21

2

11

1

22

1

21

1

11

p

p

p

p

p

p

x

t

x

t

x

t

y

y

y

y

y

y

y

y

y

=

G

=

G

=

G

=

G

=

G

=

G


  
[image: image37.wmf]0

'

2

'

2

0

2

'

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

ds

dx

ds

dt

p

p

ds

dx

p

p

ds

dt

p

ds

x

d

ds

dx

ds

dt

ds

dx

p

ds

dt

ds

t

d

t

x

x

x

t

t

y

y

y

y

y

y

y

y

y

                       (15)

Первое уравнение (15) описывает хорошо известный эффект изменения скорости хода часов в гравитационном поле и при наличии скорости движения [8-10]. Используя первое уравнение (15) можно перейти во втором уравнении (15) к зависимости от времени по формулам
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После чего оно приводится к виду
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Рассмотрим метрику вида
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Уравнения поля для пустого пространства в метрике (18) сводятся к двум уравнениям второго порядка
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Отметим, что уравнения (18) могут быть решены независимо. Каждое из них изменяет свой тип при изменении знаков производных  
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 соответственно. Полагая в уравнениях (19), что 
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Главная причина, по которой мы исследуем эти уравнения, заключается в том, что гравитационные поля соответствующие метрикам (13) и (18) описывают те самые «фиктивные» силы инерции, которые приносят столько трудноразрешимых проблем в теории уравнений Навье-Стокса [1-4].  

Вычисляя коэффициенты аффинной связности в метрике (18) находим
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Используя коэффициенты (21), запишем уравнения движения частиц  в метрике (18)
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 Здесь первые два уравнение описывают движение в плоскости переменных  
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, а два другие – в плоскости  
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. Такое разделение движения является весьма существенным упрощением задачи, связанной с исследованием движения частиц в пограничном слое. 

Уравнения Навье-Стокса и проблема турбулентной диффузии   

Рассмотрим систему уравнений, описывающую неизотермическое атмосферное течение с учетом сил плавучести и переноса инертной примеси, имеем [6, 32]  
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Здесь обозначено:  
[image: image54.wmf]r

 - плотность воздуха; 
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 - вектор скорость потока; 
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 - кинематическая вязкость; 
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 - давление за вычетом гидростатического атмосферного давления; 
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 - вектор ускорения свободного падения; 
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 - равновесная плотность; 
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 - температура, 
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- число Прандтля; 
[image: image62.wmf]f

 массовая концентрация примеси; 
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 - число Шмидта; 
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 - коэффициент молекулярной диффузии. 

Гидростатическое уравнение и стандартное приближение Буссенеска для возмущений плотности заданы в виде   
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Здесь 
[image: image66.wmf](
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 - коэффициент расширения, 
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Определим систему декартовых координат таким образом, что бы ось   
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 была направлена против направления вектора ускорения свободного падения. Рельеф обтекаемой поверхности описывается уравнением 
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- рис. 1. 

Граничные условия для параметров течения зададим на обтекаемой поверхности и на границе пограничного слоя следующим образом:


[image: image70.wmf]z

r

x

y

T

T

g

g

=

=

=

=

(

,

):

u

,

,

0

f

f

                                    (25)


[image: image71.wmf]z

H

U

T

T

=

=

=

=

:

(

,

,

)

,

,

.

u

0

0

0

1

0

0

f

f


Здесь 
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 - температура подстилающей поверхности, 
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[image: image74.wmf]H

- высота пограничного слоя,  
[image: image75.wmf]U

0
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 - температура и концентрация примеси на высоте 
[image: image78.wmf]z

H

=

 соответственно.


[image: image79.png]



Рис.1. Геометрия течения над шероховатой поверхностью. 

По координатам 
[image: image80.wmf]y

x

,

 зададим периодические граничные условия. Считаем, что в начальный момент скорость течения, температура и концентрация примеси описываются линейными функциями, имеем 
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Решение задачи (23)-(26) не было получено даже на уровне оценок типа [1]. Приближенные решения для турбулентных течений были получены в наших работах [6, 32] и других. Практически при любой функции распределения шероховатости 
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r

x

y

=

(

,

)

течение довольно быстро переходит в турбулентный режим с установлением логарифмического профиля скорости, температуры и концентрации примеси – рис. 2. Решение получено путем численного интегрирования системы уравнений (29) с граничными условиями (25) и начальными данными (26). Хорошо видно, что линейный профиль (26) за короткое время эволюционирует в логарифмический профиль.    
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Рис. 2. Формирование логарифмического профиля скорости потока в турбулентном пограничном слое в координатах 
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Этот факт, установленный во многих и многих исследованиях, показывает, что природа изобрела наиболее экономичный способ движения в форме логарифмического профиля. Однако если логарифмический профиль подставить в первое уравнение (12), то можно убедиться, что уравнение Навье-Стокса не выполняется. Это результат означает, что в природе существуют силы, которые поддерживают логарифмический профиль, но которые не нашли отражения в уравнениях (12). Обычно происхождение этих сил приписывают так называемым напряжениям Рейнольдса, обусловленным турбулентной вязкостью или диффузией [31]. Однако мы, не без основания, приписываем эти силы полям гравитации, рассмотренным выше.

Действительно, обратимся к методу решения проблемы турбулентной диффузии, который  был предложен в наших работах [6, 32-35] и других. Основная идея заключается во введении в уравнения (15) случайных параметров. Например, в пограничном слое можно представить вектор скорости течения 
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 - это поверхность, описывающая динамическую шероховатость [6].

Предполагается, что такую поверхность можно характеризовать случайными параметрами  
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, которые имеют смысл высоты, скорости движения элемента и наклонов поверхности. Обозначим функцию распределения этих параметров 
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 и рассмотрим достаточно представительную область течения объемом  
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 - типичные масштабы течения в направлениях x, y соответственно – рис.1. Рассмотрим подобласть течения  
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В общем случае подобласть 
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 является многосвязной областью, объем которой задается уравнением 
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Случайная амплитуда скорости может быть определена путем суммирования выражения 
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Здесь 
[image: image106.emf] V

 - произвольный объем, вложенный в 
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 является случайной функцией, поскольку зависит от случайных параметров. Уравнения, описывающие динамику 
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, следуют из уравнений (23), а их вывод дан в  [6, 32]. 

Статистический момент порядка 
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 случайной функции 
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В результате применения указанных преобразований система уравнений (23) принимает вид [6, 32]:
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Здесь 
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Система уравнений (29) имеет установившееся решение в форме логарифмического профиля, как для скорости – рис. 2, так и для температуры и концентрации [6, 32-34]. В чем же отличие исходной системы (23) и выведенной из нее системы уравнений (29)? Отличие заключается в явном учете влияния микроскопической геометрии линий тока на основное течение. Геометрический фактор оказывается весьма существенным, не смотря на его малую величину. 

Так, в пограничном слое над гладкой поверхностью безразмерный параметр динамической шероховатости, определенный по динамической скорости, составляет около 
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. Для сравнения укажем, что число Рейнольдса пограничного слоя атмосферы составляет порядка  
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Большая величина числа Рейнольдса и малая величина толщины вязкого подслоя вполне соизмеримы в логарифмическом масштабе, когда реализуется логарифмический профиль скорости, который выводится из уравнений (29). 

 Силы, фигурирующие в динамических уравнениях (3), имеют геометрическую природу, что хорошо видно из приведенных примеров движения частиц в гравитационных полях в пространствах с метрикой (13) и (18). Уравнения (29) показывают, что такого рода гравитационные поля возникают и в течениях сплошной среды. Однако до последнего времени эти поля не были идентифицированы как гравитационные. 

Метрика и гравитационные поля течений в пограничном слое

Рассмотрим течение над гладкой поверхностью, совпадающей с плоскостью XY. Определим систему декартовых координат таким образом, что бы ось 
[image: image123.wmf]Z

 была направлена по нормали к поверхности в сторону потока. Докажем, что если течение имеет компоненты скорости параллельные плоскости XY и зависящие только от координаты z, то такая система может двигаться с произвольным ускорением при нулевой кривизне пространства.

Для доказательства рассмотрим обобщение метрики (4), связанной с движением материальной точки с произвольной скоростью 
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Здесь
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 – произвольные функции, описывающие профиль скорости. Вычисляя отличные от нуля коэффициенты аффинной связности в метрике (30), получим
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Уравнение (1) для пустого пространства и при равной нулю космологической константе удовлетворяется тождественно, поскольку 
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  в метрике (30). Следовательно, в этом случае возможно движение системы с произвольным ускорением 
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при нулевой кривизне пространства, что и требовалось доказать. Отметим, что к известным решениям уравнений Навье-Стокса такого типа относятся течения Пуазейля и Куэтта [31]. 

Полученный результат можно усилить, допустив наличия профиля третьей компоненты скорости. Соответствующая метрика имеет вид 
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Вычисляя отличные от нуля компоненты тензора Риччи в метрике (32), находим
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Следовательно, в случае метрики (32) возможно движение системы с произвольным ускорением 
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параллельным плоскости XY при нулевой кривизне пространства. Заметим, что в теории уравнений Навье-Стокса профиль с тремя компонентами скорости, зависящими от одной координаты, не представляет интереса, так как он не удовлетворяет уравнению неразрывности. Однако в случае системы уравнений (29) такое решение существует и соответствует логарифмическому профилю - рис. 2.  

Метрика (18) может быть использована для моделирования течения в пограничном слое. В общей теории относительности стационарные профили скорости в пограничном слое зависят от двух произвольных функций, удовлетворяющих условию нулевой кривизны пространства
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Траектории частиц в метрике (18) описываются системой уравнений      


[image: image134.wmf]0

'

2

'

2

0

2

'

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

ds

dx

ds

dy

f

g

ds

dy

f

g

ds

dx

e

f

ds

y

d

ds

dx

ds

dy

f

ds

dy

e

f

g

ds

dx

f

ds

x

d

x

y

g

f

y

y

f

g

x

x

                              (35)

В теории уравнений Навье-Стокса к числу таких решений относится течение Блазиуса. В нестационарном случае используя метрику (13) можно описать течения жидкости при движении плоскости по заданному закону [31].  

Наконец, заметим, что переход к турбулентности приводит к решениям с ненулевой кривизной пространства, как следует из выражения (7). Поэтому доказательство существования и гладкости решений уравнений Навье-Стокса, видимо, не может быть получено в плоских пространствах. Во всяком случае, таких решений, которые бы не противоречили общей теории относительности. Решения уравнений Навье-Стокса с неограниченным ростом производных скорости типа [4, 36-41] следует рассматривать в рамках общей теории относительности [7-11] с учетом влияния градиентов скорости на кривизну пространства-времени.  
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