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Рассмотрена непараметрическая задача восстанов-
ления зависимости, которая описывается суммой 
линейного тренда и периодической функции с из-
вестным периодом. Получены асимптотические 
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Метод наименьших квадратов восстановления зависимости – один из 

наиболее распространенных статистических методов анализа данных. В 

статье рассмотрена непараметрическая постановка: восстанавливаемая за-

висимость – сумма линейной функции и периодической составляющей 

произвольного вида (с известным периодом), распределение случайных 

погрешностей (остатков, невязок) произвольно.  

 

1. Задача восстановления линейной зависимости 

Начнем с простейшего случая – задачи восстановления линейной за-

висимости. Пусть t – независимая переменная, а x – зависимая. Рассмотрим 

задачу восстановления зависимости x = x(t) на основе набора n пар чисел (tk 

, xk), k = 1,2,…,n, где tk –– значения независимой переменной, а xk – соответ-

ствующие им значения зависимой переменной. 
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Восстанавливать зависимость можно на основе различных моделей. 

Обычно применяют модели временных рядов, включающие три составля-

ющие: трендовую (T), периодическую (S) и случайную (E). Рассматривают, 

как в [1] и аналогичных изданиях, аддитивную модель T + S + E и мульти-

пликативную модель T×S×E. 

Простейшая аддитивная модель имеет вид  

xk = a (tk - t )+ d + ek  = a (tk - t ) + d+ f(tk) + Ek, k = 1,2,…,n. (1) 

Здесь трендовая составляющая – линейная функция a (tk - t ) + d (та-

кая запись тренда предпочтительнее для облегчения выкладок); периоди-

ческая составляющая f(t) обычно описывает сезонность, т.е период изве-

стен (в зависимости от моделируемой ситуации он равен году, неделе, сут-

кам и т.п.); случайная составляющая представлена слагаемыми Ek, которые 

являются реализациями независимых одинаково распределенных случай-

ных величин с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 2σ , не-

известной статистику. В рассматриваемой модели ek = f(tk) + Ek, = 1,2,…,n, 

т.е. отклонения от линейного тренда ek не являются одинаково распреде-

ленными. Однако их распределения отличаются лишь сдвигами (на значе-

ния детерминированной периодической составляющей). 

Соответствующая модели (1) мультипликативная модель имеет вид  

nktfBty kk
a
kk ,...,2,1],1[)(][ 1 =+××= ε .  (2) 

В модели (2) сомножители имеют описанный выше смысл. При лога-

рифмировании модель (2) переходит в аналог модели (1), следовательно, 

достаточно рассматривать модель (1).  

Иногда принимают предположение о нормальности распределения 

погрешностей. Однако давно известно, что распределения реальных дан-

ных, как правило, отличаются от нормальных [2]. Поэтому далее рассмат-

риваем непараметрическую модель, не предполагающую, что распределе-

ние погрешностей входит в то или иное параметрическое семейство. Отказ 

от задания распределения погрешностей в параметрическом виде – одно из 
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оснований для того, чтобы именовать рассматриваемые модель и метод 

непараметрическими. Второе основание – отказ от выбора периодической 

составляющей из какого-либо параметрического семейства функций. 

Практическая значимость модели (1) очевидна. Однако расчетные ме-

тоды, описанные в [1] и аналогичных изданиях, являются эвристическими. 

Цель настоящей статьи - построить непараметрическую вероятностно-

статистическую теорию прогноза временного ряда на базе линейного 

тренда с учетом аддитивной периодической составляющей.  

Метод наименьших квадратов был разработан К. Гауссом в 1794 г. [2]. 

Согласно нему этому методу для расчета наилучшей функции, приближа-

ющей линейным образом зависимость x от t в модели (1), следует  рас-

смотреть функцию двух переменных 

∑
=

−−−=
n

k
kk dttaxdaf

1

2))((),( . 

Оценки метода наименьших квадратов (кратко: оценки МНК) - это та-

кие значения a* и d*, при которых функция  f(a,d) достигает минимума по 

всем значениям аргументов. Как известно (см., например, [2]), оценки 

МНК имеют вид 
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Следуя эвристическому подходу [1], изучим асимптотическое поведе-

ние оценок МНК a* и d*, заданных формулами (3), установим их асимпто-

тическую нормальность в предположениях модели (19), а затем состоя-

тельно оценим периодическую составляющую f(t) и построим интерваль-

ный прогноз для x(t).  

 

2. Асимптотические распределения оценок параметров 

Из формулы (3) следует, что  
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Согласно Центральной предельной теореме (для выполнения ее усло-

вий необходимо предположить, например, что погрешности ek , k = 1, 2, …, 

n, финитны или имеют конечный третий абсолютный момент; однако за-

острять внимание на этих внутриматематических «условиях регулярности» 

здесь нет необходимости) оценка d* имеет асимптотически нормальное 

распределение с математическим ожиданием ∑
=

+
n

k
ktf

n
d

1
)(1  и дисперсией 

n
2σ , ее оценка приводится ниже. Из формул (3) и (4) вытекает, что 
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Последнее слагаемое во втором соотношении при суммировании по k 

обращается в 0, поэтому  

.
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Формулы (5) показывают, что оценка a* является асимптотически 

нормальной с математическим ожиданием ∑
=

+
n

k
kk tfca

1
)(  и дисперсией 
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Отметим, что многомерная нормальность имеет быть, когда каждое 

слагаемое в формуле (5) мало сравнительно со всей суммой, т.е.  

0})(/{||maxlim 2/1

1

2 =−− ∑
=
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n

k
kkn

tttt .  (6) 
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Условие (6) выполнено, например, если tk образуют (полную, т.е. без 

пропусков) арифметическую прогрессию, число членов которой безгра-

нично растет. 

Итак, дисперсии оценок МНК параметров a* и d* линейного тренда – 

те же, что и при отсутствии сезонных искажений (см., например, [2]). А вот 

их математические ожидания зависят от периодической составляющей. 

Однако в случае 

0)()(,0)(
11

=−= ∑∑
==

n

i
ii

n

i
i tftttf   (7) 

оценки a* и d* являются несмещенными.  

Условия (7) являются необходимыми и достаточными для несмещен-

ности и состоятельности оценок МНК коэффициентов линейной зависимо-

сти. Проверка условий (7) рассмотрена в конце статьи. 

Несмещенность (в предположениях (7) и асимптотическая нормаль-

ность оценок метода наименьших квадратов позволяют легко указывать 

для них асимптотические доверительные границы и проверять статистиче-

ские гипотезы, например, о равенстве определенным значениям, прежде 

всего 0. 

 

3. Асимптотическое распределение трендовой составляющей 

Из формул (4) и (5) следует, что при справедливости соотношений (7) 
,)(*)()*)((*})(*{ dttadMttaMdttaM +−=+−=+−  

т.е. оценка y*(t) = a* (tk - t )+ d* трендовой составляющей y(t) = a (t - t )+ d 

рассматриваемой зависимости является несмещенной. Поэтому  

*).()})(*)(*{(2)*)(())(*( 2 dDttddaaMttaDtyD +−−−+−=  

При этом, поскольку погрешности Ek независимы в совокупности и 

M(Ek) = 0, то 
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Таким образом,  
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Итак, оценка y*(t) является несмещенной и асимптотически нормаль-

ной. Для ее практического использования (построения доверительных ин-

тервалов, проверки статистических гипотез) необходимо состоятельно 

уметь оценивать остаточную дисперсию 22 )( σ=kEM . 

В частности, не представляет труда выписывание нижней и верхней 

границ для трендовой составляющей прогностической функции: 

),(*)(*)(),(*)(*)( tdttatytdttaty верхнижн δδ ++−=−+−=  

где полуширина доверительного интервала )(tδ имеет вид 
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Здесь γ  - доверительная вероятность, )(γU  - квантиль нормального 

распределения порядка 
2

1 γ+ , т.е. 





 +

Φ= −

2
1)( 1 γ

γU , где )(xΦ  - функция стан-

дартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и 

дисперсией 1. При γ  = 0,95 (наиболее применяемое значение) имеем )(γU  

= 1,96. В формуле (9) ))(*(* tyD  - состоятельная оценка дисперсии y*(t). В 

соответствии с (8) она является произведением состоятельной оценки *σ  

среднего квадратического отклонения σ  случайных погрешностей Ek  на 

известную исследователю детерминированную функцию от t.  

 

4. Математическое ожидание остаточной суммы квадратов 

В точках tk , k = 1, 2, …, n, имеются исходные значения зависимой пе-

ременной xk  и восстановленные значения y*(tk). Рассмотрим остаточную 

сумму квадратов 
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При отсутствии периодической составляющей используют [2] состоя-

тельные оценки *σ  среднего квадратического отклонения σ случайных 

погрешностей, построенные на основе остаточной суммы квадратов 

n
SS

=*σ  или 
2

*
−

=
n
SS

σ . Однако при наличии периодической составляю-

щей так делать нельзя. Приходится использовать «обходный путь». 

В соответствии с формулами (4) и (5) при справедливости условий (7) 
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Найдем математическое ожидание каждого из слагаемых: 
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Поскольку Ek независимы, одинаково распределены и имеют нулевое 

математическое ожидание, то 
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Далее,  
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Наконец,  
222 )())(( σ+=− kkk tfEtfM . 

На основе трех последних равенств можно показать, что при выпол-

нении условия асимптотической нормальности (6)  
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22 )()(lim σ+=
∞→ kkn

tfSSM . 

Следовательно,  
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В правой части (10) первое слагаемое соответствует вкладу случайной 

составляющей, второе – вкладу периодической составляющей. 

В некоторых случаях второе слагаемое в правой части (10) может 

быть известно из предыдущего опыта или же оценено экспертами, однако 

в большинстве ситуаций целесообразно исходить из оценки периодической 

составляющей. 

 

5. Оценивание периодической составляющей 

В литературе рассматривают как параметрические, так и непарамет-

рические подходы. Популярный метод исходит из того, что достаточно 

гладкую функцию можно разложить в ряд Фурье и получить хорошее при-

ближение с помощью небольшого числа гармоник. В простейшем случае – 

одна гармоника. Так, динамику индекса инфляции можно попытаться изу-

чать с помощью модели  

xk = a (tk - t ) + d+ f(tk) + Ek = a (tk - t ) + d+ g )2cos( ktπ  + Ek, k = 1,2,…,n 

(время t измеряется в годах). Тогда неизвестные параметры a, b, g оцени-

ваются методом наименьших квадратов.  

Однако обычно нет оснований предполагать, что периодическая со-

ставляющая входит в то или иное параметрическое семейство функций. 

Приходится строить непараметрические оценки. Опишем одну из возмож-

ных постановок. 

Пусть в согласии с предположениями (7) рассматривается целое число 

периодов, т.е. n = mq, где n – объем наблюдений, m – количество периодов, 

q – число наблюдений в одном периоде. Предполагается, что первые q мо-

ментов наблюдения при сдвиге на длину периода дают следующие q мо-

http://ej.kubagro.ru/2013/07/pdf/13.pdf


Научный журнал КубГАУ, №91(07), 2013 года 

http://ej.kubagro.ru/2013/07/pdf/13.pdf 

9

ментов времени, при сдвиге на две длины периода дают третий набор из q 

моментов наблюдения, и т.д. Тогда в соответствии с определением перио-

дической составляющей справедливы равенства 

qstftftftf sqmsqsqs ,...,2,1),(...)()()( )1(2 ===== +−++ . (11) 

Если наблюдения проводятся ежемесячно в течение m лет, то число 

наблюдений в одном периоде q = 12, общий объем наблюдений n = 12m, 

далее s – номер месяца в году, s = 1, 2, …, 12. Пусть gs - общее значение в 

(11). Для оценки периодической составляющей требуется оценить g1, g2, 

…, gq. 

Естественный подход состоит в том. чтобы усреднить m значений xk – 

y*(tk), соответствующих моментам времени, отстоящим друг от друга на 

целое число периодов. Другими словами, усреднить «очищенные» от трен-

довой составляющей исходные данные, соответствующие одноименным 

месяцам различных лет. Речь идет об оценках 

qstyx
m

g
m

j
qjsqjss ,...,2,1,))(*(1

1
)1()1(

* =−= ∑
=

−+−+ .  (12) 

Оценка периодической составляющей распространяется на весь ин-

тервал наблюдений очевидным образом: 

qsgtftftftf ssqmsqsqs ,...,2,1,)(*...)(*)(*)(* *
)1(2 ====== +−++ . (13) 

Сложив восстановленные значения трендовой и периодической остав-

ляющей, получим оценку зависимости, «очищенную» от случайной со-

ставляющей 

)(**)(*)(*)(*)(* tfdttatftytx ++−=+= .  (14) 

Здесь оценки a* и d* находят по формулам (3), а оценки f*(t) – по форму-

лам (12) – (13).  

С помощью формулы (14) можно строить точечный прогноз, исполь-

зуя ее вне интервала наблюдений. Для этого достаточно распространить 

сезонную составляющую f*(t) вплоть до рассматриваемого момента време-

ни по правилу (13) и суммировать ее с прогнозом трендовой составляющей 
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y*(t). Интерполяция и экстраполяция на моменты времени t, не входящие в 

исходное множество {tk, k = 1, 2, …, n} и множества, полученные из него 

сдвигами на целое число периодов, может быть осуществлена путем ли-

нейной интерполяции ближайших значений или иным методом сглажива-

ния.  

Обсудим свойства оценок (12) – (14).  

При безграничном росте объема данных и справедливости условий (6) 

и (7) оценки a* и d* параметров трендовой составляющей являются состо-

ятельными и несмещенными, а потому, как можно показать, в рассматри-

ваемых в настоящей статье условиях суммы (12) оценивают периодиче-

скую составляющую состоятельно (при ∞→m ) и несмещенно. Как след-

ствие,  

0)(1)](*[1
1

2

1

2 →− ∑∑
==

n

k
k

n

k
k tf

n
tf

n
  (15) 

по вероятности при ∞→n . В соответствии с (10) последнее соотношение 

дает возможность оценить 2σ , а затем построить интервальный прогноз 

для трендовой составляющей согласно (9).  

Отметим, что в рассматриваемой ситуации, как правило, n растет, 

увеличиваясь на величины, кратные q – числу наблюдений в одном перио-

де. Как следствие, уменьшаемое в (15) – константа, зависимости от n нет. 

Эти особенности связаны с тем, что выполнение условий (7) предполагает 

рассмотрение целого числа периодов.  

Рассмотрим оценки (12) подробнее. Как вытекает из (4.1.19), (11) и 

(12), 

qsE
m

ddtt
m

aatfg
m

j
qjs

m

j
qjsss ,...,2,1,1)*()(1)*()(

1
)1(

1
)1(

* =+−−−−−= ∑∑
=

−+
=

−+ . 

С учетом (4), (5) и (7) получаем, что 

qsE
m

E
n

tt
m

Ectfg
m

j
qjs

n

k
k

m

j
qjs

n

k
kkss ,...,2,1,11)(1)(

1
)1(

11
)1(

1

* =+−







−








−= ∑∑∑∑

=
−+

==
−+

=

. 
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Таким образом,  

qsEhtfg
n

k
kksss ,...,2,1,)(

1

* =+= ∑
=

  (16) 

где 
mn

rch skks
11

+−−= , если },...,2,1,)1({ mjqjsk =−+∈ , и 
n

rch skks
1

−−=  при всех 

остальных значениях индекса суммирования k, и ∑
=

−+ −=
m

j
qjss tt

m
r

1
)1( )(1 .  

Соотношение (16) означает, что рассматриваемые оценки есть суммы 

независимых случайных величин, а потому с помощью Центральной пре-

дельной теоремы можно построить доверительные интервалы для рассмат-

риваемых значений периодической составляющей (в предположении спра-

ведливости условий (6)). 

 

6. Интервальный прогноз 

Точечный прогноз строят по формуле (11) на основе x*(t) - оценки за-

висимости, «очищенной» от случайной составляющей, но включающей 

трендовый и периодический компоненты. Если выполнены условия (7), то  

Mx*(t) = x(t) = a (t - t ) + d + f(t), 

т.е. оценка x*(t) является несмещенной.  

При справедливости условий (7) с учетом (4), (5) и (16) получаем, что 

для момента времени t, входящего в исходное множество {tk, k = 1, 2, …, n} 

или в множества, полученные из него сдвигами на целое число периодов,  

∑∑∑
===

++−=−
n

k
kks

n

k
k

n

k
kk EhE

n
Ectttxtx

111

1)()()(* .   (17) 

В (17) при определении значений коэффициентов hks в качестве s сле-

дует взять номер наименьшего из исходных моментов времени {tk, k = 1, 2, 

…, n}, отстоящих от рассматриваемого момента t на целое число периодов. 

С помощью (16) заключаем, что  

∑
=

=−
n

k
kksEwtxtx

1
)()(* , 
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где 
m

rttcw skks
1)( +−−= , если },...,2,1,)1({ mjqjsk =−+∈ , и )( skks rttcw −−=  при 

всех остальных значениях индекса суммирования k, и rs – то же, что и в 

формуле (16).  

В правой части формулы (17) стоит сумма независимых случайных 

величин, поэтому оценка x*(t) является асимптотически нормальной (при 

справедливости условий (6)) с математическим ожиданием x(t) и дисперси-

ей  

∑∑
==

==
n

k
ks

n

k
kks wEDwtxD

1

22

1

2 )())(( σ .  (18) 

Следовательно, нижняя )(txнижн и верхняя )(txверх  доверительные грани-

цы для прогностической функции (с учетом как трендовой, так и периоди-

ческой составляющих) имеют вид: 

)()(**)(*)(),()(**)(*)( ttfdttatxttfdttatx верхнижн ∆+++−=∆−++−= , 

где 

∑
=

==∆
n

k
kswUtxDUt

1

2*)())(*(*)()( σγγ .  (19) 

Здесь γ  - доверительная вероятность, )(γU  - квантиль нормального 

распределения порядка 
2

1 γ+ . В формуле (19) ))(*(* txD  - состоятельная 

оценка дисперсии точечного прогноза x*(t). В соответствии с (18) она яв-

ляется произведением состоятельной оценки *σ  среднего квадратического 

отклонения σ  случайных погрешностей Ek  на известную статистику де-

терминированную функцию от t. Величину *σ  рассчитывают согласно 

(10) и (15). 

 

7. Пример применения непараметрического метода наименьших 

квадратов в модели с периодической составляющей 

Обработаем фактические данные ОАО «Магнитогорский металлурги-

ческий комбинат» о закупочных ценах на лом черных металлов [3]. Как 
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показано в [3], может быть использована модель (1) линейного тренда с 

периодической составляющей. Для облегчения расчетов оставим из каждо-

го квартала данные только по одному месяцу. Введем условные моменты 

времени, а именно, будем измерять время в кварталах, начиная с первого 

квартала 2003 г. Исходные данные для демонстрации примера применения 

непараметрического метода наименьших квадратов в модели с периодиче-

ской составляющей - пары чисел (tk , xk), k = 1, 2, …, 12, - представлены в 

табл.1 в столбцах (3) и (4) соответственно.  

По формулам (3) найдем оценки параметров a* и d*, что позволяет 

построить оценку трендовой составляющей   

y*(t) = a*(t - t ) + d* =212,26 (t – 6,5) + 3967,17 = 212,26 t + 2587,48. 

Численные значения трендовой составляющей приведены в столбце 

(5) табл.1.  

Рассчитав отклонения исходных значений закупочных цен от оценок 

трендовой составляющей (столбец (6) табл.1), возведя их в квадрат и сло-

жив, получаем остаточную сумму квадратов SS = 4 539 214 и SS/n = SS/12 = 

378 267,843. 

 

Таблица 1 

Построение модели прогнозирования цен на лом марки 3А 

№ 
п/п Перио-

ды вре-
мени 

Услов-
ные 
момен-
ты вре-
мени 

Заку-
поч-
ные це-
ны, 
руб./т 

Оценка 
тренда 

Откло-
нения 
от 

оценки 
тренда 

Восста-
новлен-
ные 
зна-
чения 

Кажу-
щиеся 
невяз-
ки 

k  kt  kx  y*( kt ) kx -y*( kt ) *
kx  *

kk xx −  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 

1 янв.03 1 2 750 2 800 - 50 2 424 326 

2 апр.03 2 3 800 3 012 788 3 545 255 

3 июл.03 3 2 900 3 224 - 324 2 655 245 
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4 окт.03 4 3 100 3 437 - 337 3 848 - 748 

5 янв.04 5 2 761 3 649 - 888 3 273 - 512 

6 апр.04 6 4 602 3 861 741 4394 208 

7 июл.04 7 3 540 4 073 - 533 3504 36 

8 окт.04 8 5 268 4 286 982 4 697 571 

9 янв.05 9 4 307 4 498 - 191 4 122 185 

10 апр.05 10 4 779 4 710 69 5 243 - 464 

11 июл.05 11 4 071 4 922 - 851 4 353 - 280 

12 окт.05 12 5 723 5 135 588 5546 177 

 

Сгруппировав отклонения исходных значений закупочных цен от 

оценок трендовой составляющей по месяцам (табл.2), наглядно убеждаем-

ся в наличии периодической составляющей. Взяв среднее арифметическое 

отклонений от тренда за конкретный месяц, рассчитываем оценку )(* stf  

периодической составляющей (в соответствии с формулой (12)). Результа-

ты приведены в табл.2. 

Рассчитав по формуле (13) оценки периодической составляющей на 

весь интервал времени и сложив их с оценками трендовой составляющей, 

получаем в соответствии с формулой (14) оценку зависимости, «очищен-

ную» от случайной составляющей, т.е. восстановленные значения (столбец 

(7) табл.1). Кажущиеся невязки, т.е. отклонения исходных значений заку-

почных цен от восстановленных значений, приведены в столбце (8) табл.1. 

Сравнивая столбцы (6) и (8), убеждаемся в целесообразности введения в 

модель периодической составляющей. В 9 случаях из 12 абсолютные вели-

чины отклонений уменьшились, в остальных трех, хотя и возросли, но 

линь до среднего уровня среди остальных.  

 

Таблица 2 
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Оценивание периодической составляющей 

Номер 
квартала s 

Месяц Отклонения от тренда Оценка 
)(**

ss tfg =  
периодической 
составляющей  

В 2003 г. В 2004 г. В 2005 г. 

1 Январь -50 - 888 -191 - 376 

2 Апрель 788 741 69 533 

3 Июль - 324 - 533 - 851 - 569 

4 Октябрь - 337 982 588 411 

 

Возведя в квадрат оценки периодической составляющей (табл.2), сло-

жив эти квадраты, умножив на число лет и поделив на n, получаем, что 

( )∑
=

n

k
ktf

n 1

2)(*1  = 229 537. В соответствии с формулой (10) оценкой дисперсии 

случайной составляющей является  

( ) ( )∑
=

−=
n

k
ktf

nn
SS

1

22 )(*1*σ  = 378 267,83 - 229 537 = 148 731, 

а оценкой среднего квадратического отклонения  

7,385148731* ==σ . 

В соответствии с формулами (4) и (5) оценим дисперсии оценок пара-

метров 

∑
∑=

=

==
−

==
n

k
n

k
k

kk

tt
EDcaD

1

1

2

2
2 ,1040

143
148731

)(

*)()(**)(* σ  

.12394
12

148731*)(*)(*
2

===
n

dD σ  

Средние квадратические отклонения a* и d* оцениваются как 32,25 и 

111,33 соответственно, а доверительные интервалы для доверительной ве-

роятности 0,95 таковы: ]38,4185;96,3748[];[],47,275;05,149[];[ maxminmaxmin == ddaa . 

Первое из условий (7) выполнено в силу построения оценок периоди-

ческой составляющей по целому числу периодов. Действительно, согласно 
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данным табл.2 сумма оценок периодической составляющей для 12 точек 

наблюдений равна (-3), незначительное отклонение от 0 вызвано ошибка-

ми округления. 

В соответствии с формулой (5) смещение оценки a* оценивается как  

94,38
143
5568

)(

)(*)(
)(*

1

2

1

1
==

−

−
=

∑

∑
∑

=

=

=
n

k
k

k

n

k
kn

k
kk

tt

tftt
tfc . 

Таким образом, смещение имеет тот же порядок, что и среднее квад-

ратичное отклонение оценки а*, и заведомо меньше, чем полуширина до-

верительного интервала. Дальнейшее сравнение может быть проведено на 

основе оценки дисперсии смещения – случайной величины 

∑

∑

=

=

−

−
= n

k
k

k

n

k
k

tt

tftt
Z

1

2

1

)(

)(*)(
. 

Алгоритм вычисления дисперсии Z аналогичен таковым для периоди-

ческой составляющей и интервального прогноза (см. (16) и (18) соответ-

ственно), но более сложен, поэтому не включен в статью. Таким образом, 

можно считать, что предположения (7) модели (1) выполнены для данных 

табл.1. 

Перейдем к оценке дисперсий значений периодической составляю-

щей. Как следует из равенства (16), 

qshgD
n

k
kss ,...,2,1,)(

1

22* == ∑
=

σ , 

где 
mn

rch skks
11

+−−= , если },...,2,1,)1({ mjqjsk =−+∈ , и 
n

rch skks
1

−−=  при иных 

значениях индекса суммирования k, и ∑
=

−+ −=
m

j
qjss tt

m
r

1
)1( )(1 .  

Начнем со значения s = 1 (периодическая составляющая для января). 

Тогда ( ) 5,1)5,69()5,65()5,61(
3
1

1 −=−+−+−=r . Понадобятся значения  
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143
5,6

143
5,6

)(
1

2

−
=

−
=

−

−
=

∑
=

kt

tt

ttc k
n

k
k

k
k . 

Расчет удобно проводить с помощью таблицы (табл.3). 

В табл. 3 столбец (3) получен из столбца (2) умножением на 

01049,0
143

5,1
143

1 −=
−

=
r , каждый элемент столбца (6) равен сумма элементов 

столбцов (3), (4) и (5), стоящих в той же строке, а в столбце (7) стоят квад-

раты соседних элементов из столбца (6). Цель построения табл.3 – расчет 

суммы элементов столбца (7). Эта сумма равна 0,28275. Следовательно,  

8,20428275,07,385*)(*
1

2
1

*
1 =×== ∑

=

n

k
khgD σ . 

 

Таблица 3 

Расчет дисперсии периодической составляющей 

k ttk −  1rck  -1/n +1/m 1kh  2
1kh  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

1 - 5,5 0,0577 - 0,0833 0,3333 0,3077 0,09468 

2 - 4,5 0,0472 - 0,0833 - - 0,0361 0,00130 

3 - 3,5 0,0367 - 0,0833 - - 0,0466 0,00217 

4 - 2,5 0,0262 - 0,0833 - - 0,0571 0,00326 

5 - 1,5 0,0157 - 0,0833 0,3333 0,2657 0,07060 

6 - 0,5 0,0052 - 0,0833 - - 0,0781 0,00610 

7 0,5 - 0,0052 - 0,0833 - - 0,0885 0,00783 

8 1,5 - 0,0157 - 0,0833 - - 0,0990 0,00980 

9 2,5 - 0,0262 - 0,0833 0,3333 0,2238 0,05009 

10 3,5 - 0,0367 -0,0833 - 0,1200 0,01440 

11 4,5 - 0,0472 -0,0833 - 0,1305 0,01703 

12 5,5 - 0,0577 -0,0833 - 0,1410 0,01988 
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Доверительный интервал для значения периодической составляющей 

в январе (- 376 – 1,96× 204,8; -376 + 1,96× 204,8) захватывает 0 (при довери-

тельной вероятности 0,95), отличие значения периодической составляю-

щей от 0 не значимо (на уровне значимости 0,05). 

Аналогичный расчет для значения s = 2 (периодическая составляющая 

для апреля) дает 

86,19425524,07,385*)(*,25524,0
1

2
2

*
2

1

2
2 =×=== ∑∑

==

n

k
k

n

k
k hgDh σ . 

Доверительный интервал для значения периодической составляющей 

в апреле (533 – 1,96× 194,86; 533 + 1,96× 194,86) = (533 – 381,93; 533 + 

381,93) не захватывает 0 (при доверительной вероятности 0,95), отличие 

значения периодической составляющей от 0 значимо (на уровне значимо-

сти 0,05). 

Приступим к завершающему этапу анализа данных табл.1 – построе-

нию интервального прогноза. Необходимо рассчитать величины 

m
rttcw skks

1)( +−−= , если },...,2,1,)1({ mjqjsk =−+∈ , и )( skks rttcw −−=  при всех 

остальных значениях индекса суммирования k, где rs – то же, что и в фор-

муле (16), поскольку точечный прогноз x*(t) является несмещенным, 

асимптотически нормальным, а его дисперсия оценивается согласно (18) 

так: 

∑
=

=
n

k
kswtxD

1

22*)())(*(* σ . 

Начнем с прогноза на январь 2006 г. (по данным за 2003 -  2005 гг.). 

Тогда t = 13, s = 1, 5,11 −=r , 
3
181 += kk cw , если }3,2,1),1(41{ =−+∈ jjk , и 

kk cw 81 =  при всех остальных значениях индекса суммирования. При этом 

143
528

143
5,688 −

=
−

=
kkck . Расчет удобно проводить с помощью таблицы 

(табл.4). 
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Сумма значений, стоящих в последнем столбце табл.4, равна 0,61299. 

Согласно формуле (19)  

88,59161299,07,38596,1))13(*(*)95,0()13( =××==∆ xDU . 

Согласно (14) точечный прогноз прогностической функции таков: 

4971)376(48,25871326,212)13(**)13(*)13(* =−++×=++−= fdtax . 

Нижняя и верхняя доверительные границы для прогностической 

функции (с учетом как трендовой, так и периодической составляющих) 

имеют вид: 

55635924971)13(,43795924971)13( =+==−= верхнижн xx . 

 

Таблица 4 

Расчет дисперсии прогностической функции 

k 
143

528 −k  1/m 1kw  2
1kw  

1 - 0,3077 0,3333 0,0256 0,00066 

2 - 0,2517 - - 0,2517 0,06336 

3 - 0,1958 - - 0,1958 0,03834 

4 - 0,1399 - - 0,1399 0,01957 

5 - 0,0839 0,3333 0,2494 0,06220 

6 - 0,0280 - - 0,0280 0,00078 

7 0,0280 - 0,0280 0,00078 

8 0,0839 - 0,0839 0,00700 

9 0,1399 0,3333 0,4732 0,22392 

10 0,1958 - 0,1958 0,03834 

11 0,2517 - 0,2517 0,06336 

12 0,3077 - 0,3077 0,09468 
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Реальное значение (табл.4.1.7) - 4336. Оно практически совпадает с 

нижней доверительной границей прогностической функции )13(нижнx . 

Аналогичные расчеты для апреля 2006 г. (t = 14, s = 2, 5,02 −=r ) дают 

60,64372480,07,38596,1)14( =××=∆ . Точечный прогноз равен x*(14) = 6092, а 

нижняя и верхняя доверительные границы таковы: 

6736)14(,5448)14( == верхнижн xx . Реальное значение (табл.4.1.7) – 5430. Оно 

практически совпадает с нижней доверительной границей прогностиче-

ской функции )14(нижнx . 

 

8. Интервальный прогноз индивидуальных значений 

Формула (19) позволяет строить интервальный прогноз для прогно-

стической функции, т.е. для математического ожидания временного ряда. 

Наблюдаемое значение отличается от него на величину невязки. Распреде-

ление невязки можно оценить по значениям кажущихся невязок (см. стол-

бец (8) в  табл.1). Напомним, что это распределение не является нормаль-

ным, не описывается элементом какого-либо параметрического семейства. 

Интервальный прогноз индивидуального значения построить, скорректи-

ровав интервальный прогноз для прогностической функции с помощью 

выборочных квантилей кажущихся невязок. 

Для рассмотренного выше примера вариационный ряд n = 12 кажу-

щихся невязок таков: -748, - 512, - 464, - 280, 36, 177, 185, 208, 245, 255, 

326, 571. Нижний дециль оценим как второй член вариационного ряда (-

512), верхний – как предпоследний (одиннадцатый) член вариационного 

ряда 326. Для расчета нижней доверительной границы индивидуального 

значения надо взять нижнюю доверительную границу прогностической 

функции и отнять 512. Для расчета верхней доверительной границы инди-

видуального значения надо взять верхнюю доверительную границу про-

гностической функции и прибавить 326.  
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Итак, для данных табл.1 индивидуальные значения лежат «глубоко 

внутри» доверительных интервалов. Прогнозы полностью оправдались. 

 

9. О проверке условий (7) 
Рассмотрим три вопроса. Верны ли условия (7) в моделях, соответ-

ствующих реальным ситуациям? Как проверять справедливость условий 

по результатам наблюдений? Каковы свойства оценок, если эти условия 

оказываются невыполненными? 

В условиях (7) важную роль играет система точек наблюдения tk, k = 

1, 2, …, n. Более тщательно рассмотрим ранее принятую модель с целым 

числом периодов, для которой справедливо соотношение (11). При этом 

объем наблюдений n = mq, где m – количество периодов, q – число наблю-

дений в одном периоде. Предполагается, что первые q моментов наблюде-

ния при сдвиге на длину периода дают следующие q моментов времени, 

при сдвиге на две длины периода дают третий набор из q моментов наблю-

дения, и т.д. Для значений периодической составляющей выше построены 

точечные оценки и доверительные интервалы (в предположении, что коли-

чество периодов m безгранично растет), в чем и состоит оценивание пери-

одической составляющей. (Для гладкой функции f(t) при безграничном ро-

сте числа наблюдений q в одном периоде можно получить сходимость 

оценок периодической составляющей не только в q точках, но и на всем 

периоде. При этом от оценок в q точках придется перейти к оценкам на 

всем периоде, например, кусочно-линейным, соединив соседние точки 

графика отрезками прямых.) 

Описанная модель справедлива, когда, например, в течение некоторо-

го числа лет имеются поквартальные или помесячные данные бухгалтер-

ского учета. При изучения посещений сайта или торгового заведения – по-

часовые данные за целое число недель. Если в ряду наблюдений есть про-

пуски (временной ряд не является полным) – предпосылки модели не вы-
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полняются. Если система точек наблюдения не образует арифметическую 

прогрессию, 

В рассматриваемой модели естественно принять, что  

0)(
1

=∑
=

q

k
ktf ,  (20) 

суммарное отклонение значений восстанавливаемой функции от линейно-

го тренда за один период является нулевым. Тогда первое из условий (7) 

выполнено: 

0)()(
11

== ∑∑
==

q

k
k

n

i
i tfmtf . 

В реальных ситуациях система точек наблюдения может включать в 

себя, кроме целого числа периодов, еще несколько начальных точек сле-

дующего периода. Можно априори принять первое условие (7), для этого 

изменив – при необходимости – величину свободного члена d в модели 

тренда (та же логика рассуждений, что и при принятии условий M(ek) = 0 – 

в модели без периодической составляющей – и M(Ek) = 0 в общем случае). 

Однако возникает противоречие между первым условием (7) и условием 

(20). Условие первое условие (7) автоматически обеспечивается методом 

наименьших квадратов, а условие (20) соответствует логике моделирова-

ния. Однако поскольку рассматриваем асимптотическую теорию при без-

граничном росте числа периодов, указанное различие исчезает при ∞→m . 

Таким образом, первое из условий (7) вытекает из свойств рассматривае-

мой модели и потому вообще не требует проверки по экспериментальным 

данным, в отличие от второго условия (7), которое выполнено не всегда.  

Добавим к модели с целым числом периодов два предположения - 

симметричности множества {tk, k = 1, 2, …, n} относительно t  и четности 

периодической составляющей f(t) относительно той же точки. Эти предпо-

ложения выполнены, если, например, график f(t) симметричен относитель-

но середины года. Тогда второе условие (7) выполнено. Ясно, что обычно 
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нет оснований априори считать, что реальные данные описываются такой 

моделью. 

 

10. Проверка второго условия (7) по экспериментальным данным 

Естественно использовать статистику 

∑
=

−=
n

j
jj tfttY

1
)(*)( ,  

где )(* jtf  - ранее построенная оценка периодической составляющей 

f(t). Оценка )(* jtf  является несмещенной, а потому  

∑
=

−=
n

j
jj tfttYМ

1
)()()( . 

При справедливости (6) распределение Y является асимптотически 

нормальным (при безграничном росте количества периодов m). Для про-

верки второго условия (7), т.е. для проверки нулевой гипотезы H0: M(Y) = 0 

при альтернативной гипотезе о неравенстве математического ожидания 0 

достаточно оценить дисперсию Y.  

В соответствии с (11) формулу (16) можно записать для любого j = 1, 

2, … , n, если под k = k(j) понимать k(j) = j – aq при максимально возмож-

ном a, при котором k(j) остается положительным, т.е. k(j) – это остаток от 

деления j на q, если этот остаток ненулевой, и k(j) = q при нулевом остатке. 

Таким образом, 

njEhtftf
n

i
ijikjj ,...,2,1,)()(*

1
)( =+= ∑

=

,  (21) 

где hik – те же, что и в формуле (16). В соответствии с определением Y из 

(21) следует, что 

∑ ∑∑∑
= ===






 −+−=−=
n

j

n

i
ijikj

n

j
jj

n

j
jj EhtttftttfttY

1 1
)(

11
)()()()(*)( . (22) 

Изменим порядок суммирования во втором слагаемом в (22): 
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∑ ∑∑ ∑
= == =









−=





−

n

i
ijik

n

j
j

n

j

n

i
ijikj EhttEhtt

1
)(

11 1
)( )()( . 

Следовательно, поскольку Ei – независимые одинаково распределен-

ные случайные величины с математическим ожиданием 0 и дисперсией 2σ , 

то  

∑ ∑
= =









−=

n

i
jik

n

j
j httYD

1

2

2

)(
1

)()( σ .  (23) 

Величину 2σ  оцениваем по формулам (10) и (15), величины )( jikh  опи-

саны после формулы (16). Подставив оценку 2σ  в (23), получаем оценку 

D*(Y) дисперсии Y. 

В соответствии с асимптотической нормальностью Y правило приня-

тия решений при проверке гипотезы H0: M(Y) = 0 таково: если  







 −Φ=≤ −

2
1)(

)(*
1 α

αC
YD

Y ,  (24), 

где )(αC  - критическое значение, соответствующее уровню значимости α , 

то нулевая гипотеза принимается (второе условие (7) выполнено), если же 

неравенство (24) не выполнено, то принимается альтернативная гипотеза 

(второе условие (7) не выполнено).  

 

11. Асимптотическая несмещенность оценки параметра а 

Приведем пример, когда второе условие (7) не выполнено. Измерять 

время будем в месяцах. Пусть данные берутся на середину квартала. Тогда 

последовательность моментов времени такова: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, … 

Задан период – год. Периодическая составляющая задается четырьмя чис-

лами: g1
 = - 1, g2

 = -2, g3
 = -3, g4

 = 6. Для таких данных выполнено равенство 

(20), т.е. 06321)(
1

=+−−−=∑
=

q

k
ktf . Следовательно, выполнено первое условие 

(7). Используя это условие, можно упростить второе условие (7): 
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0)()()()()(
1111

==−=− ∑∑∑∑
====

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii tfttfttfttftt . 

Для простоты расчетов ограничимся двумя годами. Тогда  

60138)60()34()14(66)24()10()2(623

)3(20)2(17)1(14611)3(8)2(5)1(2)(
1

=+−+−+−++−+−+−=×+

+−×+−×+−×+×+−×+−×+−×=∑
=

n

i
ii tft . 

Второе условие (7) не выполнено. Оно не будет выполнено и для лю-

бого иного числа лет. Действительно, если х – начало года (для первого го-

да х = 0, для второго х = 12, и т.д.), то вклад этого года в рассматриваемую 

сумму будет равен 

30611)3(8)2(5)1(2
6)11()3)(8()2()5()1()2(

=×+−×+−×+−×=
=×++−++−×++−×+ xxxx . 

Причина нарушения второго условия (7) ясна – периодическая состав-

ляющая не симметрична в течение года. Такое поведение периодической 

составляющей естественно для сельскохозяйственных предприятий. Про-

тивоположную ситуацию демонстрирует периодическая составляющая для 

временного ряда цен на лом черных металлов (по данным Магнитогорско-

го металлургического комбината), проанализированного выше. 

Смещение оценки параметра а равно 

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
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В рассматриваемом примере числитель за m лет равен 30m. А знаме-

натель, очевидно, имеет порядок m3. Смещение имеет порядок m-2, т.е. 

быстро убывает с ростом числа периодов. Оценка а* параметра а являет-

ся асимптотически несмещенной. 

Нетрудно показать, что для модели с целым числом периодов всегда 

имеет асимптотическая несмещенность оценки а* параметра а. Если вто-

рое условие (7) выполнено – эта оценка является несмещенной, если не 

выполнено – смещенной, но смещение стремится к 0 при росте числа пе-
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риодов. Таким образом, выполнение второго условия (7) не является необ-

ходимым для применения рассматриваемых методов. Тем не менее про-

верка второго условия (7) по экспериментальным данным является полез-

ным для решения о том, можно ли пользоваться асимптотической несме-

щенностью оценки при имеющемся объеме данных.  

 

12. Заключительные замечания 

Подведем итоги. По сравнению с эвристическими алгоритмами, разо-

бранными в [1] и других литературных источниках, разработанная в насто-

ящей статье теория позволила: 

1) дать общее обоснование этим алгоритмам в рамках асимптотиче-

ских методов математической статистики и указать условия их примени-

мости (формула (6)); 

2) выявить принципиально важные условия (7), необходимые и доста-

точные для несмещенности и состоятельности рассматриваемых оценок;  

3) построить доверительные интервалы для зависимости (прогности-

ческой функции), трендовой и периодической составляющих, индивиду-

альных значений временного ряда. 

Обсуждение отдельных сторон рассматриваемой проблемы проведено 

в работах [2, 4, 5]. 

В рамках математической статистики удается провести анализ не всех 

распространенных эвристических алгоритмов. Так, довольно часто реко-

мендуют вначале провести сглаживание («выравнивание») временного ря-

да, например, методом скользящих средних [1, с.137]. При этом периоди-

ческая (сезонная) составляющая меняется (также сглаживается), а погреш-

ности (отклонения от суммы трендовой и периодической составляющих) 

становятся зависимыми случайными величинами, что делает невозможным 

применение описанных в настоящей статье методов. 
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Теория устойчивости [6] отвергает идею поиска оптимального метода, 

поскольку зачастую оказывается, что для любого выбранного для рассмот-

рения метода анализа данных можно подобрать такое понимание опти-

мальности, что именно этот метод является оптимальным. Например, ме-

тод наименьших квадратов в определенном смысле оптимален, если по-

грешности имеют нормальное распределение, в то время как метод 

наименьших модулей оптимален, если погрешности имеют распределение 

Лапласа. В задаче проверки однородности двух независимых выборок 

установлено [7], что для любого из обычно используемых критериев одно-

родности существует такое распределение на множестве альтернативных 

гипотез, что рассматриваемый критерий является оптимальным (в том 

смысле, который определен в [7]).  

Работа выполнена в рамках новой парадигмы прикладной (математи-

ческой) статистики [8, 9]. Изучена непараметрическую модель, не предпо-

лагающая, что распределение погрешностей (ошибок, невязок) входит в то 

или иное параметрическое семейство. Второе основание для того, чтобы 

именовать рассматриваемые модель и метод непараметрическими – оцени-

вание периодической составляющей произвольного вида, т.е. отказ от вы-

бора периодической составляющей из какого-либо параметрического се-

мейства функций.  

Полученные в статье [10] научные результаты, касающиеся средних 

величин и законов больших чисел в пространствах произвольной природы, 

могут быть применены для анализа данных в различных научных и при-

кладных областях. В отличие от них результаты настоящей работы наце-

лены прежде всего на анализ динамических рядов экономических показа-

телей (временных рядов), необходимость которого часто возникает при ор-

ганизационно-экономическом моделировании с целью решения задач 

управления хозяйственными единицами [11]. Именно потребности эконо-

мики и управления ставят во главу угла модели с одной независимой пе-
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ременной – временем. Длина периода задается существом рассматривае-

мой прикладной задачи (для оценки длины периода по статистическим 

данным нужен другой математический аппарат, разработанный в [12]). 

Рассмотренные в настоящей работе постановки можно относить к эконо-

метрике [2], т.е. статистическим методам в экономике. Полученные ре-

зультаты могут быть применены для прогнозирования и построения эко-

номико-математических моделей, в частности, в рамках неформальной 

информационной экономики будущего [13]. 
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