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1. Разрешимость задач, описывающих рассеяние примеси в атмосфере

 В теории и практике современных исследований рассеяния примеси в турбулентной атмосфере используются две начально-граничные задачи, которые в самой общей постановке имеют вид [3]:
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или (1)-( 4), где вместо (5) рассматривается граница
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Здесь 
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 совпадает со средним значением концентрации примеси в связной области G, 
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 - функция, характеризующая убыль примеси в момент t в точке 
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Функция источника примеси  f  задается в виде [3, 4]:
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где 
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1) точечным, сосредоточенным в точке 
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   1.1) мгновенного действия, то 
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          1.2) непрерывного действия, то 
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2) линейным, сосредоточенным на интервале 
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2.1) мгновенного действия, то 
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 2.2) непрерывного действия, то
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3) площадным, сосредоточенным на площадке S, лежащей на плоскости 
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3.1) мгновенного действия, то
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          3.2) непрерывного действия, то

                                       
[image: image74.wmf]ï

î

ï

í

ì

Ï

Î

Î

=

,

,

,

0

,

,

],

,

0

[

),

,

,

(

)

,

,

,

(

2

1

2

1

2

1

3

2

1

S

x

x

S

x

x

T

t

x

x

t

Q

x

x

x

t

Q


                                       
[image: image75.wmf])

(

)

(

)

,

,

(

)

,

,

,

(

0

3

3

2

1

3

2

1

x

x

t

x

x

t

Q

x

x

x

t

f

-

=

d

d

;

4) поверхностным, сосредоточенным на поверхности 
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4.2) непрерывного действия, то
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Уравнение (1) можно переписать в эквивалентном виде:
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Следует заметить, что уравнение (9) (а значит и (1)) совпадает с уравнением
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из [6] при n=3 c точностью до знака у 
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 и 
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 имеют противоположные знаки (см. (7.1) из гл.1, (3.2) из гл.2, (2.12) из гл. 3, (1.1), (1.3) из гл. 5 [6]). Этот факт будет учитываться в приводимых ниже результатах исследования.

Уравнению (1) поставим в соответствие уравнение
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уравнению (9) – уравнение
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отличающиеся соответственно от (1) и (9) лишь видом функции f: вместо f задаваемой выражением (8), здесь рассматривается мощность источника примеси 
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В данном параграфе исследуем следующую задачу: найти (указать) условия, при выполнении которых задачи (1)-(5). (1)-(4), (6) имеют единственное решение (под решением каждой из этих задач будем понимать обобщенное решение в смысле [2]).

Несмотря на очевидную необходимость проведения таких исследований (решению аналитическими и численными методами указанных начально-граничных задач посвящено значительное число работ, в которых изначально явно или неявно допускается, что решение рассматриваемой задачи существует и единственно), подобных исследований в этом направлении до настоящего времени не проводилось. Как правило, авторы публикаций, посвященных различным проблемам математического моделирования рассеяния примеси в атмосфере либо вообще не затрагивают этот вопрос  (о существовании и единственности решения), либо без должного на то основания ссылаются на классические работы [2], [6]. Ниже можно будет убедиться: достаточно ясное и четкое освещение данного вопроса не является тривиальным и требует скрупулезного анализа результатов из [2], [6]. Исключение составляет монография [3], однако в этой работе найдены лишь достаточные условия единственности решения задач типа (9) - (5), (1) (9) - (4), (6). Вопрос о существовании их решения в [3] не затрагивался.
Далее всюду будем использовать обозначения из [2], [6].
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Доказательство.
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Рассмотрим задачу (13), (2) – (5), которая эквивалентна задаче (14), (2)- (5). При выполнении условий данной теоремы, очевидно, выполняются условия теоремы 16.2 из гл. 4 § 16 [2], а значит, решение задачи (14) (13), (2), (4), (5) существует, теоремы 5.2 из гл. 4 § 5 [2], а значит решение задачи (14) (13), (2), (4), (5) единственно и оно представимо в виде:
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(см. соотношение (16.17) из гл. 4 [2]),
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 - функция Грина для задачи (14) (13), (2), (4), (5) в области 
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и условиями: 
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Кроме того, в условиях данной теоремы выполняются условия теоремы 2.1 и следствия 2.1 из гл. 1 § 2 [2]. 

А тогда
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Из данных рассуждений, (20) и условий 
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 следует, что если выполнены условия данной теоремы, то решение задачи (14) ((13)), (2)-( 5) существует и единственно.

Учитывая равенство  (8) и используя свойства 
[image: image129.wmf]d

 - функции Дирака [2], соотношение (15) можно переписать в эквивалентном виде:
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         Снова воспользовавшись свойствами 
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 - функции, непосредственным подсчетом можно убедиться, что функция (21) удовлетворяет уравнению (9), а, следовательно, и уравнению (1). Учитывая, что 
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 является функцией Грина для задачи (13), (2)-( 5) (т.е. решением задачи (17) − (19)), заключаем, что функция (21) удовлетворяет условиям (3), (4), (5). Значит, решение (1) − (5) существует и единственно. ►

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда задача (1) − (5) при 
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 имеет единственное  решение.

Доказательство.

◄ Если выполнены условия данной теоремы, то: 1) выполнены все условия теоремы 16.1 из гл. 4  § 16 [2], а значит, решение задачи (9), (2), (4), (5) при 
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 существует; 2) выполнены все условия теоремы 5.2 из гл. 4  § 5 [2], а значит, решение задачи (9), (2), (4), (5) при 
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 единственно; 3) выполнены все условия теоремы 2.1 из гл. 1  § 2 [2], а значит, согласно следствию 2.1 из этой теоремы, решение задачи (9), (2), (4), (5) при 
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Уравнение (9) эквивалентно уравнению (1). А тогда, согласно 1) - 3), решение задачи (1) - (5) при 
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 существует и единственно. ►

Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда (1) − (5)  имеет единственное решение, совпадающее с решением (13), (2) − (5).

Доказательство. 

◄Все условия теоремы 3 те же, что и условия теоремы 1.2. Обозначим через 
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 EMBED Equation.3 [image: image151.wmf])

,

,

,

(

3

2

1

2

x

x

x

t

q

+

 является решением (1) - (5). Так как 
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, согласно теореме 1, - единственное решение задачи (1) - (5)  при 
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, очевидно, будет единственным решением задачи (1) − (5). ►
Перейдем к анализу задачи (1) - (4), (6).

Рассмотрим оператор
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[image: image177.wmf]Теорема 4.  Пусть выполнены условия а), b),  
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. Тогда решение задачи (1) - (4), (6) существует и единственно.
Доказательство.

◄ По условию 
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. Поэтому уравнение (1) эквивалентно уравнению (9), уравнение (13) – уравнению (14).

Аналогично тому, как мы это делали при доказательстве теоремы 1, рассмотрим задачу (13), (2) – (4), (6), эквивалентную задаче (14), (2) – (4), (6).

Если выполнены условия данной теоремы, то, очевидно, выполняются условия теоремы 2 из гл. 5  § 3 [6] (случай n=3). Откуда следует, что решение 
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 задачи (14) ((13)), (2), (4), (6) существует, единственно и представимо в виде:
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Обозначим в (7) (а значит и в (6))
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В условиях нашей теоремы выполняются (для случая n=3) все условия теоремы 2.2 из гл. 1 § 2 [2] (принцип максимума). А тогда, согласно этой теореме, 
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Рассмотрим выражение
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полученное из (22) путем замены в последнем слагаемом (22) 
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Из (27) вытекает, что 
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Подставим формально (26) в (1), т.е.  вычислим 
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Согласно (26), (24)
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Вычислим выражение в правой части (28), упростив для этого каждое слагаемое:
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Равенство (32) вытекает из равенств

                  
[image: image248.wmf])

(

)

(

)

(

)

,

,

,

;

,

,

,

(

3

2

1

q

d

h

d

z

d

q

h

z

t

-

-

-

=

z

y

x

x

x

x

t

Г

,

             
[image: image249.wmf])

,

,

,

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,

,

(

3

2

1

x

x

x

t

f

d

d

d

z

y

x

t

f

G

=

-

-

-

òòò

q

h

z

q

d

h

d

z

d

q

h

z


и равенства (30).

Из (28), (29), (31), (32) следует, что
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Из (33) заключаем, что 
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 является решением уравнения (1), из (27) – что решение единственно и оно удовлетворяет условиям (3), (4), (6) (в силу того, что этим условиям удовлетворяет 
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2. Разрешимость математических моделей рассеяния примеси в атмосфере, используемых в прикладных исследованиях.
Полученные результаты применяются для анализа математических моделей, часто используемых на практике.
Убедимся, что для основных начально-граничных задач, используемых в прикладных исследованиях рассеяния примеси в турбулентной атмосфере, выполняются все условия теорем 1-4 из пункта 1. В этих задачах обычно полагают, что коэффициенты и функции в задачах (1) – (5), (1) – (4), (6) имеют следующий вид [1] (для полного соответствия с обозначениями, используемыми на практике, будем считать, что 
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(этот случай означает, что ось Ох сориентирована по направлению вектора скорости ветра, а скорость ветра вдоль оси Оz изменяется по логарифмическому закону),
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т.е. в матрице коэффициентов диффузии учитываются только диагональные элементы, а все элементы, не расположенные на главной диагонали, считают равными нулю; при этом 
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В качестве G  часто выбирают [3] прямой круговой цилиндр высоты H с достаточно большим радиусом  R основания, расположенного на подстилающей поверхности  z= 0. Предполагается, что H меньше высоты так называемого пограничного слоя атмосферы [1]. Такой способ задания G удобен при аналитических (если это возможно в отдельных случаях [4]) и численных решениях рассматриваемых начально-граничных задач.

Функции 
[image: image266.wmf]v

o

Q

,

,

,

,

,

b

y

a

/

 задают таким образом, что выполняются условия теорем 1-4. Чаще всего полагают, что эти функции являются постоянными величинами в G.

При данном выборе 
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Для указанных 
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 условия теорем 1- 4 выполняются. Поэтому используемые в прикладных исследованиях задачи вида (1) – (5), (1) – (4), (6) всегда имеют (и при том одно) решение.

Обратим внимание на следующее обстоятельство. При численном решении задач (1) – (5), (1) –(4), (6) в уравнении (1) часто f заменяют на Q без должного на то обоснования. Однако, результаты численных расчетов в этом случае удовлетворительно согласуются с экспериментальными данными. Объяснить этот факт можно следующим образом. Из доказательств теорем 1- 4 следует, что вид  
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 не зависит от выбора в уравнении (1) в качестве свободного члена f  или Q (см. (15) и (21), (22) и (26), (27)). Поэтому и результаты численных расчетов (при замене  f  на Q  в уравнении (1)) всегда  будут хорошо согласованы с экспериментальными данными (если только, конечно, сама модель (1) – (5) или (1) – (4), (6) адекватно экспериментальным данным описывает изменения значений 
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3. Корректность задач, описывающих рассеяние примеси в атмосфере

 В работе [5] было показано, что при выполнении определенных условий задача Коши (1)-(4) так же описывает процесс рассеяния примеси в турбулентной атмосфере. В п. 1 эта задача отдельно не была рассмотрена и исследована на предмет ее разрешимости, т.к. этот результат автоматически вытекает из теоремы 12 (§7 гл. 2) и 10 (§4 гл. 2) монографии [6]. На основе этих теорем можно доказать корректность задачи (1)- (4).

Теорема 5. Пусть выполнены условия 
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Тогда задача Коши (1)- (4) является корректно поставленной.
Доказательство. ◄ Если выполнены условия теоремы из [5], то имеет смысл постановка задачи Коши (1)-( 4) в 
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Вычитая (1), (4) соответственно (39) и (40) будем иметь: 
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Откуда, очевидно,
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В параграфе 1 были указаны условия, при выполнении которых задача (1)-( 5) является разрешимой, т. е. имеет единственное решение. Исследуем теперь эту задачу на устойчивость решения 
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Тогда задача (1)-( 5) является корректно поставленной (относительно параметров 
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Доказательство. ◄ Если выполнены условия теоремы 3 из п.1, то задача (1)-(5) имеет, согласно этой теореме, единственное решение (разрешима). Покажем, что если в дополнение к этим условиям выполнены остальные условия данной теоремы, то решение 
[image: image338.wmf]q

будет непрерывно зависеть от 
[image: image339.wmf]y

j

,

,

Q

,a, следовательно устойчивым к возмущениям в 
[image: image340.wmf]y

j

,

,

Q

. Это в свою очередь будет означать корректность поставленной задачи (1)-(5) относительно 
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Согласно доказательству теоремы 1 из п.1 уравнение (1) эквивалентно уравнениям (9), (13), (14). Этот факт будем использовать в дальнейших рассуждениях.

Согласно [6]  (см.§3 гл. 2) имеет место неравенство:
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где 
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 определяется в [6] (см. см.§3 гл. 2, с. 60-61). 
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Пусть 
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Вычтем почленно (13) из (43), (4) из (4.5.6), (44) из (45):
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Используя неравенство (42) применительно к задаче (46)-(48), будем иметь:
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Из (49) вытекает непрерывная зависимость значений 
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                В параграфе 1 были указаны условия, при выполнении которых задача  (1)-(4), (6) является разрешимой (имеет единственное решение). Исследуем теперь эту задачу на устойчивость решения 
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  окажется устойчивым к возмущениям этих функций, то указанная задача (1)-(4), (6) будет корректно поставленной.
Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда задача (1)-(4), (6) является корректно поставленной (относительно параметров 
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Доказательство. ◄ Воспользуемся схемой доказательства, использованной при доказательстве теоремы 6 п. 3. Как отмечалось ранее уравнение (1) эквивалентно уравнениям (9), (13), (14). Согласно [6] (см. лемму 2 из §3 гл. 5) при выполнении условий данной теоремы в области 
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где 
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Вычтем почленно (13) из (51), (4) из (52), (6) из (53):
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Применяя неравенство (50) к решению задачи (54)-(56), будем иметь:
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Из (57), очевидно, вытекает непрерывная зависимость на 
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. Согласно теореме 4 из п. 1, в условиях данной теоремы, задача (1)-(4), (6) разрешима. Следовательно, она является корректно поставленной. ►

Литература
1. Современные проблемы атмосферной диффузии и загрязнения атмосферы:                                     Монография / М. Е. Берлянд. Л.: Гидрометеоиздат, 1975. 392с.
2. Линейные и квазилинейные уравнения параболического типа: Монография /

   О. А. Ладыженская, В. А. Солоников, Н. Н. Уральцева. М.: Наука, 1967. 736с.
3. Математическое моделирование в проблеме охраны окружающей среды:        Монография / Г. И. Марчук. М.: Наука, 1982. 320с.
 4. Аналитические решения краевых задач в математической модели атмосферной     диффузии: Монография / Е. А. Семенчин. Изд-во СККИУУ, 1993. 142с.

5. Семенчин Е. А. О граничных условиях в задаче атмосферной диффузии. // Обозрение прикладной и промышленной математики. Т. 12, вып. 3. С 635-639.

6.  Уравнения с частными производными параболического типа: Монография / А. Н. Фридман. М.: Мир, 1968. 428с.

http://ej.kubagro.ru/2011/03/pdf/17.pdf

_1309175009.unknown

_1313920063.unknown

_1353659401.unknown

_1355078870.unknown

_1357383935.unknown

_1357384971.unknown

_1357385271.unknown

_1357386085.unknown

_1357386219.unknown

_1358675353.unknown

_1358675568.unknown

_1358675620.unknown

_1357386373.unknown

_1357386407.unknown

_1357386357.unknown

_1357386153.unknown

_1357386167.unknown

_1357386140.unknown

_1357386040.unknown

_1357386063.unknown

_1357385313.unknown

_1357385112.unknown

_1357385220.unknown

_1357385238.unknown

_1357385156.unknown

_1357385088.unknown

_1357385101.unknown

_1357385025.unknown

_1357384463.unknown

_1357384764.unknown

_1357384827.unknown

_1357384946.unknown

_1357384809.unknown

_1357384664.unknown

_1357384745.unknown

_1357384532.unknown

_1357384205.unknown

_1357384386.unknown

_1357384417.unknown

_1357384325.unknown

_1357384010.unknown

_1357384180.unknown

_1357383969.unknown

_1357382619.unknown

_1357383139.unknown

_1357383345.unknown

_1357383903.unknown

_1357383254.unknown

_1357383022.unknown

_1357383086.unknown

_1357382912.unknown

_1355079858.unknown

_1355080197.unknown

_1355080777.unknown

_1355082374.unknown

_1355082418.unknown

_1355080802.unknown

_1355080269.unknown

_1355079911.unknown

_1355080073.unknown

_1355079882.unknown

_1355079399.unknown

_1355079829.unknown

_1355079392.unknown

_1355032841.unknown

_1355035413.unknown

_1355035956.unknown

_1355039124.unknown

_1355077729.unknown

_1355038291.unknown

_1355035810.unknown

_1355035920.unknown

_1355035527.unknown

_1355035746.unknown

_1355035424.unknown

_1355033571.unknown

_1355034888.unknown

_1355034994.unknown

_1355034876.unknown

_1355033071.unknown

_1355033261.unknown

_1355032933.unknown

_1353660647.unknown

_1353661871.unknown

_1355032368.unknown

_1355032750.unknown

_1355032734.unknown

_1353663768.unknown

_1353664522.unknown

_1353665373.unknown

_1353666376.unknown

_1353666408.unknown

_1353666171.unknown

_1353664559.unknown

_1353664291.unknown

_1353664460.unknown

_1353664124.unknown

_1353662799.unknown

_1353663708.unknown

_1353661943.unknown

_1353660859.unknown

_1353661798.unknown

_1353661833.unknown

_1353661724.unknown

_1353660704.unknown

_1353660843.unknown

_1353660689.unknown

_1353659728.unknown

_1353660195.unknown

_1353660624.unknown

_1353659820.unknown

_1353659513.unknown

_1353659708.unknown

_1353659490.unknown

_1322252077.unknown

_1353658411.unknown

_1353658702.unknown

_1353659130.unknown

_1353659277.unknown

_1353659004.unknown

_1353658565.unknown

_1353658609.unknown

_1353658688.unknown

_1353658529.unknown

_1322252494.unknown

_1353657530.unknown

_1353658251.unknown

_1353657248.unknown

_1322252116.unknown

_1322252154.unknown

_1322252099.unknown

_1322251361.unknown

_1322251537.unknown

_1322251593.unknown

_1322252053.unknown

_1322251570.unknown

_1322251469.unknown

_1322251492.unknown

_1322251419.unknown

_1319758044.unknown

_1319758804.unknown

_1319759014.unknown

_1319758226.unknown

_1319757840.unknown

_1319757872.unknown

_1313920081.unknown

_1309175042.unknown

_1309175059.unknown

_1309175076.unknown

_1309175084.unknown

_1309175092.unknown

_1309175101.unknown

_1309175105.unknown

_1309175107.unknown

_1309175109.unknown

_1309175110.unknown

_1309175108.unknown

_1309175106.unknown

_1309175103.unknown

_1309175104.unknown

_1309175102.unknown

_1309175096.unknown

_1309175099.unknown

_1309175100.unknown

_1309175098.unknown

_1309175094.unknown

_1309175095.unknown

_1309175093.unknown

_1309175088.unknown

_1309175090.unknown

_1309175091.unknown

_1309175089.unknown

_1309175086.unknown

_1309175087.unknown

_1309175085.unknown

_1309175080.unknown

_1309175082.unknown

_1309175083.unknown

_1309175081.unknown

_1309175078.unknown

_1309175079.unknown

_1309175077.unknown

_1309175067.unknown

_1309175072.unknown

_1309175074.unknown

_1309175075.unknown

_1309175073.unknown

_1309175069.unknown

_1309175071.unknown

_1309175068.unknown

_1309175063.unknown

_1309175065.unknown

_1309175066.unknown

_1309175064.unknown

_1309175061.unknown

_1309175062.unknown

_1309175060.unknown

_1309175051.unknown

_1309175055.unknown

_1309175057.unknown

_1309175058.unknown

_1309175056.unknown

_1309175053.unknown

_1309175054.unknown

_1309175052.unknown

_1309175046.unknown

_1309175048.unknown

_1309175049.unknown

_1309175047.unknown

_1309175044.unknown

_1309175045.unknown

_1309175043.unknown

_1309175025.unknown

_1309175034.unknown

_1309175038.unknown

_1309175040.unknown

_1309175041.unknown

_1309175039.unknown

_1309175036.unknown

_1309175037.unknown

_1309175035.unknown

_1309175030.unknown

_1309175032.unknown

_1309175033.unknown

_1309175031.unknown

_1309175028.unknown

_1309175029.unknown

_1309175026.unknown

_1309175017.unknown

_1309175021.unknown

_1309175023.unknown

_1309175024.unknown

_1309175022.unknown

_1309175019.unknown

_1309175020.unknown

_1309175018.unknown

_1309175013.unknown

_1309175015.unknown

_1309175016.unknown

_1309175014.unknown

_1309175011.unknown

_1309175012.unknown

_1309175010.unknown

_1309174876.unknown

_1309174975.unknown

_1309174992.unknown

_1309175000.unknown

_1309175005.unknown

_1309175007.unknown

_1309175008.unknown

_1309175006.unknown

_1309175003.unknown

_1309175004.unknown

_1309175001.unknown

_1309174996.unknown

_1309174998.unknown

_1309174999.unknown

_1309174997.unknown

_1309174994.unknown

_1309174995.unknown

_1309174993.unknown

_1309174984.unknown

_1309174988.unknown

_1309174990.unknown

_1309174991.unknown

_1309174989.unknown

_1309174986.unknown

_1309174987.unknown

_1309174985.unknown

_1309174980.unknown

_1309174982.unknown

_1309174983.unknown

_1309174981.unknown

_1309174978.unknown

_1309174979.unknown

_1309174976.unknown

_1309174956.unknown

_1309174965.unknown

_1309174970.unknown

_1309174972.unknown

_1309174974.unknown

_1309174971.unknown

_1309174968.unknown

_1309174969.unknown

_1309174967.unknown

_1309174961.unknown

_1309174963.unknown

_1309174964.unknown

_1309174962.unknown

_1309174958.unknown

_1309174959.unknown

_1309174957.unknown

_1309174884.unknown

_1309174951.unknown

_1309174953.unknown

_1309174954.unknown

_1309174952.unknown

_1309174886.unknown

_1309174950.unknown

_1309174885.unknown

_1309174880.unknown

_1309174882.unknown

_1309174883.unknown

_1309174881.unknown

_1309174878.unknown

_1309174879.unknown

_1309174877.unknown

_1309174837.unknown

_1309174854.unknown

_1309174864.unknown

_1309174870.unknown

_1309174873.unknown

_1309174875.unknown

_1309174871.unknown

_1309174866.unknown

_1309174868.unknown

_1309174865.unknown

_1309174858.unknown

_1309174861.unknown

_1309174863.unknown

_1309174859.unknown

_1309174856.unknown

_1309174857.unknown

_1309174855.unknown

_1309174845.unknown

_1309174849.unknown

_1309174852.unknown

_1309174853.unknown

_1309174850.unknown

_1309174847.unknown

_1309174848.unknown

_1309174846.unknown

_1309174841.unknown

_1309174843.unknown

_1309174844.unknown

_1309174842.unknown

_1309174839.unknown

_1309174840.unknown

_1309174838.unknown

_1309174819.unknown

_1309174829.unknown

_1309174833.unknown

_1309174835.unknown

_1309174836.unknown

_1309174834.unknown

_1309174831.unknown

_1309174832.unknown

_1309174830.unknown

_1309174824.unknown

_1309174827.unknown

_1309174828.unknown

_1309174825.unknown

_1309174821.unknown

_1309174823.unknown

_1309174820.unknown

_1309174811.unknown

_1309174815.unknown

_1309174817.unknown

_1309174818.unknown

_1309174816.unknown

_1309174813.unknown

_1309174814.unknown

_1309174812.unknown

_1309174807.unknown

_1309174809.unknown

_1309174810.unknown

_1309174808.unknown

_1309174805.unknown

_1309174806.unknown

_1309174797.unknown

