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В строительных наземных, подземных сооружениях, 
машинах и механизмах во многих случаях 
используются стержневые элементы конструкций, 
изготовленные из вязкоупругих материалов.  Одним 
из методов исследования прочностных характеристик 
стержней является экспериментальное измерение 
величины скорости распространения в них волн 
деформации и сравнение ее с теоретически точными 
значениями скорости, определенными с учетом 
реальных физико-механических свойств материала. 
Это сравнение позволяет анализировать присутствие 
микродефектов в стержнях. Для оценки 
экономической и эксплуатационной надежности 
строительных сооружений с помощью 
математического моделирования исследуются 
характеристики нелинейных волновых процессов в 
вязкоупругих стержнях, которые могут 
использоваться для совершенствования акустической 
диагностики микродефектов материала 

In on-land and underground structures, machines 
and mechanisms, in many cases, we use rod 
structural elements made of viscoelastic materials. 
One of the methods for studying the strength 
characteristics of rods is the experimental 
measurement of the velocity of propagation of 
deformation waves in them and comparing it with 
theoretically accurate values of the velocity, 
determined taking into account the real physical 
and mechanical properties of the material. This 
comparison allows us to analyze the presence of 
microdefects in the rods. To assess the economic 
and operational reliability of building structures 
using mathematical modeling, we study the 
characteristics of nonlinear wave processes in 
viscoelastic rods, which can be used to improve 
the acoustic diagnostics of material microdefects 
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1 Статья выполнена по гранту РФФИ 19-010-00385 А «Повышение экономической и эксплуатационной 
надежности строительных и водо-, нефте-, газопроводных сооружений путем совершенствования 
неразрушающих акустических методов диагностики». 
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Во многих строительных сооружениях используются несущие 

тонкостенные элементы конструкций в виде стержней, пластин, оболочек, 

выполненных из вязкоупругих материалов, прочность которых 

обеспечивает безаварийность работы конструкций при внешних силовых 

воздействиях. 

Поэтому одной из актуальных научных проблем является повышение 

экономической и эксплуатационной надежности строительных и водо-, 

нефте-, газопроводных сооружений путем совершенствования 

неразрушающих акустических методов диагностики микродефектов на 

основе разработки и исследования математических моделей 

распространения нелинейных волн в тонкостенных вязкоупругих 

элементах конструкций – стержнях и цилиндрических оболочках с учетом 

реальных физических свойств материала и применения строгих методов 

механики деформируемого твердого тела.  

Данный подход позволяет более точно определить значения 

волновых характеристик для неразрушающих исследуемый объект 

акустических методов диагностики скрытых микродефектов в материале 

конструкций, наличие которых может вызвать развитие аварийного 

разрушения сооружений при нагрузке. 

Измерение величины скорости волн деформации в стержнях 

экспериментальными методами нелинейной акустической диагностики и 

сравнение ее с полученными теоретически обоснованными значениями 

скорости, определенными с учетом реальных физико-механических 

свойств материала, позволяют более точно установить присутствие 

микродефектов в стержнях.  

Отклонение последней от теоретической может свидетельствовать о 

наличии в материале стержня невидимых микродефектов, в окрестности 

которых возможно развитие прогрессирующего разрушения материала 

несущих элементов конструкции. 
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Поэтому задача определения точных аналитических значений 

скорости перемещения волн деформации в стержнях, когда учитываются 

реальные физико-механические свойства материалов, является весьма 

актуальной. 

Обоснованное определение точных значений скорости волнового 

процесса можно выполнить путем математического моделирования 

распространения нелинейных деформационных волн в стержнях с 

реологическими свойствами. Некоторые аспекты этой задачи рассмотрены 

в работах [4–10]. 

Рассматривается неограниченный стержень, на который не 

действуют внешние нагрузки. Вводится система декартовых координат с 

осью x, совпадающей с осью симметрии стержня, и осями y и z –  в 

произвольном поперечном сечении (рис. 1). 

Перемещения точек стержня задаются функциями  

)t,x(uu1 = ; x2 yuu ν−= ; x3 zuu ν−= ,          (1) 

где 321 u,u,u определяют смещения по осям координат x, y, z; t – 

момент времени, ν – коэффициент Пуассона, а нижние буквенные 

символы обозначают частные производные функций u(x,t) по 

соответствующим переменным.  

 

Рис. 1. Неограниченный стержень в декартовой координатной 

системе  

 

Зададим  конечные деформации в стержне тензором Грина: 

),uuuu(
2

1
j,ki,ki,jj,iij ++=ε             
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(2) 

причем      
j

i
ji, x

u
u

∂
∂= ; 3,2,1j,i = ,      и      xx1 = ; yx2 = ;  .zx3 =   

Реологические свойства материала стержня задаются с помощью 

линейных уравнений вязкоупругости: 

],d)(e)t([K)t(

;d)](ee)t(e[2)t(s

t
)t(

ij

t
)t(

ijij

ττθα−θ=σ

ττα−µ=

∫

∫

∞−

τ−β−

∞−

τ−β−

          

(3) 

где ijij e,s  − компоненты девиаторов напряжений и деформаций; ii3

1σ=σ ; 

iiε=θ ; 
)21(3

E
K

ν−
= ; 

)1(2

E

ν+
=µ ; βα,  – реологические постоянные 

материала, из которого изготовлен стержень. 

Разлагая в ряд Тейлора по степеням  ( τ−t ), сохраняя в разложении 

два члена и предполагая выполнение неравенства tβ >>1, получим 

приближенные выражения для компонент тензора напряжений: 

)2(L ijijij µε+λθδ=σ ,            

(4) 

где )1(
t

L
2 β

α−+
∂
∂

β
α=  , действие  f)1(fLf t2 β

α−+
β
α= , а 

)21)(1(

E

ν−ν+
ν=λ . 

Преобразуем зависимости, представленные в  (4), к виду 

]}ur)2(u)2)2[((
2
1

u{L 2
xx

222
x

2
x11 νµ+λ+λν+µ+λ+Ε=σ  
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( ) ) ]}uru2[(
2
1

{L 2
xx

222
x

2
3322 λν+λ+νµ+λ=σ=σ ; 

)]uuu(y[L xxx
2

xx12 ν+ν−µ=σ ;

)]uuu(z[L xxx
2

xx13 ν+ν−µ=σ . 

 В  результате преобразований получаем соотношения 

)]uruu([L 2
xx

2
2

2
x1x11 Α+Α+Ε=σ ; 

])uru(L[σσ 2

xx2

2

x13322

2Β+ΒΕ== ; 

( ) )]uuννu(
ν12

Εy
L[σ xxxxx12

2+−
+

= ; 

( ) )]uuνuν(
ν12

zΕ
L[σ xxxxx13

2
+−

+
= . 

В этих выражениях используются обозначения  

)12(a 3
1 +ν−ν=Α ; )122(a 2

1 +ν−νν=Β ;  )1(a 2
2 ν−ν=Α ;

 3
2 aν=Β ;  

)21)(1(2

1
a

ν−ν+
= ;    222 yzr += . 

Для вывода уравнений движения стержня применим вариационный 

принцип 

∫∫∫∫ =δεσ−δρ=δ
V

ijijii

t

t

0dV}uu{dtJ
2

1

&& .                      

(5) 

Определим вариации компонент деформаций: 

xxxx
22

xxx11 uuruuu δν+δ+δ=δε ;  xx
2

3322 u)u( δν+ν−=δε=δε ; 

)uuuu(
2

y
u

2

y
xxxxxx

2

xx12 δ+δν+δν−=δε ; 

)uuuu(
2

z
u

2

z
xxxxxx

2

xx13 δ+δν+δν−=δε  

и запишем эти выражения, используя операторный вид:  
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u]
x

ur
x

u
x

[
2

2

xx
22

x11 δ
∂
∂ν+

∂
∂−

∂
∂−=δε ; 

u]
x

u
x

[ x
2

3322 δ
∂
∂ν−

∂
∂ν=δε=δε ; 

u]
x

u
2

y

x
u

2

y

x2

y
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

12 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε ; 

u]
x

u
2

z

x
u

2

z

x2

z
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

13 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε . 

Вычисляя вариацию внутренней энергии стержня  

([{ +Α++Α+Α−Ε=δ xx
2
x1xxxxxxxx

2
2xxx1xx uu3uu2uur2uu2uLw  

) ( +Α++ν+Α+Α+ 2
xxxx1xxxx

2
xx

22
xxxxxx

2
2

4
xx

2
2 uuuuuruuur2ur  

) ( −Βν+Βν+Α+Α+ xxxxx
2

2xxx1xxxx
2
xx

2
2x

2
xx1 uur2uu22uur3uu2  

) +Βν−Βν−Βν− xxxxxx2
223

xx
2

2xx
2
x1 uuur2uruu3  

+ ( ) u)]})uuu()uuuu2(u((
14

r
x

2
xxx

2
xxxxxxx

2
xxxxxxx

22
δν+−ν−ν−ν−

ν+
ν

. 

 и подставляя ее в (5), приходим к уравнению движения стержня:  

+
ν+

ν−+Βν−Α+Ε+ν+−ρ ]u
)1(4

r
uu)242(u{[L)uru( xxxx

22

xxx11xxttxx
22

tt

+Βν+Αν−Α+
ν+

ν+Βν−ν−Α+ 2
2

1
2

2
2

xxxxx

3

2
2

2
2 462(ruu)

1
432(z

−α+Βν+Α+
ν+

ν+
ν+

ν+ 4
xx

2
2xx

2
x11xxxxxx

34
uruu)63(uuu)

)1(2)1(2

3

( ) +
ν+

ν−Βν+Αν−+
ν+

ν+ν− 3
xx

4

2
2

1
22

xxxxx

3
22 u)

)1(2
22(ruu)

12
(z  

( ) 0}uur3uur6)
14

(r xxxx
2
xx

42
2

3
xxxxx

42
2

2
1

4
2 =νΑ−νΑ−νΑ−

ν+
ν+ . 

Переходим к безразмерному уравнению движения путем введения 

безразмерных переменных     
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t
L

c

L

x −=ξ ; t
L

cε=τ ; 
A

u
*u = ; 

d

x
x* = ; 

d

y
y* = ,                

(6) 

где А – амплитуда волны; L, d –длина волны и диаметр стержня; −c

волновая скорость; 
L

A=ε  – малый параметр, определяющий нелинейность 

волнового процесса, т. е. длина волны L существенно больше амплитуды 

A; диаметр стержня и постоянные βα,  удовлетворяют отношениям 

порядков   

)(O
L

c
2

ε=
β
α

; )(O
L

d ε= . 

 Отбрасывая слагаемые, порядок которых выше ε , получаем 

безразмерное уравнение движения стержня 

+
β
α−

β
α−+ν+ε+−

Ε
ρ

ξξξξξξξξξξτξξ u
L

c
u)1()u

L

r
u2u(

c
22

2
2

2
 

0u)1(
L)1(4

r
uu)1)(24(2

2

22

11 =
β
α−

ν+
ν−ε

β
α−+Βν−Α+ ξξξξξξξ . 

 (7) 

 

Методом возмущений исследуем (7), представляя ),(u τξ  

асимптотическим разложением 

K+ε+= 10 uuu .            

(8) 

Подставляя (8) в (7) и учитывая соотношение порядков слагаемых, из 

нулевого приближения выводим уравнение 

0u)]1(
E

c
[ 0

2
=

β
α−+ρ− ξξ . 

Значение 0u0 ≠ξξ , поэтому, приравнивая скобку к нулю, определим 
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точную величину скорости продольной волны в вязкоупругом стержне: 

ρβα−= /)/1(Eс . 

Из первого приближения получаем уравнение Кортевега де Вриза – 

Бюргерса 

0bbb 321 =ψ+ψ+ψψ+ψ ξξξξξξτ ,    

где   ξ=ψ 0u ; 
β
α−=1b1 ; 

ε
ν=

2

22

2
l2

dr
b ; 

εβ
α−=

l

c
b

23 . 

В результате асимптотического анализа определены теоретически 

более точные значения скорости распространения нелинейных волн 

деформации в вязкоупругих стержнях.  

Полученные значения скорости можно использовать для 

совершенствования акустических методов диагностики скрытых 

микродефектов материала стержней, наличие которых может приводить к 

прогрессирующей потере несущей способности, т. е. к последовательному 

разрушению отдельных конструктивных элементов в виде цепной реакции 

от элемента к элементу и конструкции в целом.  

Причиной возникновения начального локального повреждения 

конструктивных элементов здания в области микродефектов может быть 

любая из множества аварийных ситуаций, дефекты проектирования, 

строительства или реконструкции, не предусмотренных условиями 

нормальной эксплуатации здания или сооружения. Разрушение 

сооружений может привести к большим социальным, экологическим и 

экономическим потерям.  

Таким образом, определение точных значений скорости 

распространения нелинейных волн деформации в вязкоупругих стержнях 

необходимо для оценки эксплуатационной и экономической надежности 

стержневых строительных элементов конструкций.  
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