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Построена  метрика, описывающая  ускоренные и 
вращающиеся системы отсчета в общей теории 
относительности в случае произвольной зависимости  
ускорения и угловой скорости системы от  времени.  
Установлено, что тензор кривизны в таких метриках 
равен нулю, что соответствует движению в плоских 
пространствах. Показано, что движение пробных тел  в 
метрике ускоренной и вращающейся системы отсчета в 
общей теории относительности осуществляется 
подобно классическому движению в неинерциальной 
системе отсчета. Уравнения  Максвелла и Янга-Миллса 
преобразованы к подвижным осям  в метрике, 
описывающей  ускоренные и вращающиеся системы 
отсчета в общей теории относительности в случае 
произвольной зависимости  ускорения и угловой 
скорости системы от  времени.  Обсуждаются 
известные эффекты, связанные с ускорением и (или) 
вращением  системы отсчета – эффект Саньяка, эффект 
Стюарта-Толмена и другие аналогичные эффекты.  
Построены численные модели распространения волн в 
неинерциальных системах отсчета в случае зависимости 
потенциала от одного, двух и трех пространственных 
измерений. В численных экспериментах показано, что 
ускорение системы отсчета приводит к эффектам 
запаздывания и опережения волн, а также к нарушению 
симметрии волнового фронта, что свидетельствует о 
локальном  изменении   скорости сигнала 
 

Metric describing the accelerated and rotating 
reference system in general relativity in the case of an 
arbitrary dependence of acceleration and angular 
velocity on time has been proposed. It is established 
that the curvature tensor in such metrics is zero, 
which corresponds to movement in the flat spaces. It 
is shown that the motion of test bodies in the metric 
accelerated and rotating reference system in general 
relativity is similarly to the classical motion in non-
inertial reference frame. Maxwell's equations and 
Yang-Mills theory are converted to the moving axes 
in metric describes the acceleration and rotating 
reference frame in the general relativity in the case of 
an arbitrary dependence of acceleration and angular 
velocity of the system from time. The article 
discusses the known effects associated with 
acceleration and (or) the rotation of the reference 
frame - the Sagnac effect, the effect of the Stewart-
Tolman and other similar effects. The numerical 
model of wave propagation in non-inertial reference 
frames in the case when potential depending of one, 
two and three spatial dimensions has been developed. 
It has been shown in numerical experiment that the 
acceleration of the reference system leads to 
retardation effects, as well as to a violation of the 
symmetry of the wave front, indicating that there is 
local change of wave speed 
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Введение 

В классической электродинамике Максвелла [1] большую роль сыграли 

преобразования Лоренца [2-12], которые описывают переход из одной 

инерциальной системы отсчета в другую. Однако в практических 

приложениях не менее важную роль играют общие преобразование 

уравнений Максвелла к подвижным осям, которые впервые были 

рассмотрены в трактате [1] с использованием преобразований координат и 

скорости, справедливых в классической механике [13-15].  

В этой связи заметим, что в общей теории относительности 

преобразование уравнений Максвелла к подвижным осям сводится к 

нахождению соответствующей метрики [6-7].   Вопрос об ускоренных или 

вращающихся системах отсчета в общей теории относительности 

рассматривался в работах [3-12, 16-22] и других.  

Как известно, разделение систем отсчета на инерциальные, ускоренные,  

вращающиеся и на ускоренные и вращающиеся принято в классической 

механике, в которой такое разделение позволяет описать сложное движение 

материальной точки в неинерциальных системах отсчета [13-15]. Ускорение в 

двух системах отсчета, одна из которых является неподвижной, а другая 

движется относительно первой с произвольной скоростью, связаны между 

собой, в силу теоремы Кориолиса, уравнением [13] 

     cra aaaa 2++= τ                                                      (1)  

Вектор в левой части уравнения (1) называется абсолютным 

ускорением, первое слагаемое в правой части называется относительным 

ускорением, второе слагаемое – это переносное ускорение, наконец, третье 

слагаемое – удвоенное дополнительное (или составное центростремительное) 

ускорение [13]. Отметим, что иногда вектор ca2  называют ускорением 
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Кориолиса [14], а произведение массы на ускорение Кориолиса – силой 

Кориолиса [15]. 

Поскольку выражение (1) является следствием классического правила 

сложения векторов скорости [13-15], можно предположить, что в общей 

теории относительности уравнение (1) не должно выполняться. Однако в  

работе [22] показано, что существует такая метрика с сигнатурой ),,,( −−−+ , в 

которой выполняется и классическое правило сложения скоростей, и теорема 

Кориолиса (1).  

Известно, что в неинерциальных системах отсчета наблюдаются 

различные электродинамические и оптические эффекты – эффект Саньяка, 

эффект Стюарта-Толмена и другие. В настоящей работе обсуждаются 

вопросы моделирования  указанных эффектов в общей теории 

относительности в метрике ускоренных и вращающихся систем координат. 

На основе уравнений Максвелла развита теория электродинамических 

эффектов в неинерциальных системах отсчета в общей теории 

относительности.                         

Принцип эквивалентности и уравнения общей теории 

относительности 

Уравнения Эйнштейна имеют вид [4-12]:    

µνµνµνµν
π

T
c

G
gRgR
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µνµνµν TgR ,,   - тензор Риччи, метрический тензор и тензор энергии-

импульса;  cG,,Λ - космологическая постоянная Эйнштейна, гравитационная 
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постоянная и скорость света соответственно; 
α
βγδR - тензор Римана, 

i
klΓ – 

символы Кристоффеля второго рода.  

Как известно, принцип эквивалентности, положенный в основу общей 

теории относительности, гласит, что «инерция и тяжесть тождественны; 

отсюда и из результатов специальной теории относительности неизбежно 

следует, что симметричный «фундаментальный тензор» ( ikg ) определяет 

метрические свойства пространства, движение тел по инерции в нем, а также 

и действие гравитации» - [4], с. 613. 

Однако принцип эквивалентности, видимо, имеет и более широкое 

применение, например, в квантовой механике [23-24]. Фактически этот 

принцип означает, что любое ускорение, обусловленное внешними силами, 

эквивалентно некоторому изменению метрики [16-17]. Ниже показано, что 

существует такая метрика, в которой движение пробных частиц точно 

соответствует классическому движению в неинерциальной системе 

координат.  

Уравнения движения материальной точки в гравитационном поле 

можно представить в форме [4-12] 

  0
2

2

=Γ+
ds

dx

ds

dx

ds

xd λν
µ

νλ

µ

                                            (3) 

Ниже мы положили для упрощения 1=c . Рассмотрим метрику, 

связанную с движением материальной точки с заданной скоростью )(tuu = , 

имеем  
2

3
2

2
2

1
22 )()()( dtudzdtudydtudxdtds −−−−−−=                                 (4) 

Вычисляя отличные от нуля коэффициенты аффинной связности в 

метрике (4), получим 

dt

du

dt

du

dt

du 34
11

23
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12
11 ,, −=Γ−=Γ−=Γ                                           (5) 
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Уравнения (3) удовлетворяется тождественно, если мы положим  

   
),,(
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zyx
dt

d

dt

d
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==

r

ur

                                                         (6) 

Метрика (4) описывает классическое движение с ускорением. Уравнение 

(2) для пустого пространства и при равной нулю космологической константе 

также удовлетворяется, поскольку 0=ikR   в метрике (4). Более того тензор 

Римана 0=α
βγδR . Следовательно, движение с ускорением не изменяет кривизну 

пространства и не требует для своего поддержания материи, если ускорение 

является только функцией времени. 

Ускоренные и вращающиеся системы отсчета 

Рассмотрим метрику вида (4), в которой положим [22] 

[ ]rkvu ×+= )()( tt                                                       (7) 
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Здесь ),,(),,,()(),v,v,(v)( 321321 zyxkkktt === rkv - трехмерные 

векторы, для которых справедлива операция векторного умножения.  

Покажем, что метрика (7) описывает движение в ускоренных и 

вращающихся системах координат. Действительно, вычисляя отличные от 

нуля коэффициенты аффинной связности и тензор кривизны в метрике (7), 

получим 
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Подставляя выражения (8) в уравнения (3) и производя несложные 

преобразования, находим 

  [ ] [ ] [ ] [ ][ ] 02,
2

2

=××−×+×+×+−= krkkrkrvk
vr

&&

dt

d

dt

d
dtds                        (9) 

Здесь dtddtd /,/ kkrr == && - трехмерные векторы, описывающие 

скорость изменения величин по отношению к подвижным осям выбранной 

системы координат. Выражение (9) можно сравнить с классической 

формулой движения материальной частицы в неинерциальной системе 

отсчета  [13-15].  Так, например, в [15]  это движение описывается 

уравнением (39.7), имеем 

[ ] [ ] [ ][ ]ΩrΩΩvΩrW
r

v ××+×+×+−
∂
∂−= ~~2~

~

~
mmmm

U

dt

d
m &                             (10) 

Здесь Um, – масса частицы и потенциал внешнего поля соответственно. 

Выражение (10) получено путем преобразования функции Лагранжа в два 

этапа, на первом из которых осуществляется переход из инерциальной 

системы в ускоренную систему, движущуюся со скоростью )(tV  и с 

ускорением W , а на втором - в систему координат, вращающуюся с угловой 

скоростью Ω .  

Отметим, что при преобразовании к подвижным осям ускорение также 

преобразуется [13-15], что не принято во внимание при выводе уравнения 

(10), поэтому следует положить в правой части (10)  

[ ]VΩ
V

W ×+=
dt

d
 

Опуская в уравнении (10) градиент потенциала внешнего поля и полагая 

1=m , имеем  

   [ ] [ ] [ ] [ ][ ]ΩrΩΩvΩrVΩ
Vv ××+×+×+×−−= ~~2~

~
&

dt

d

dt

d
                            (11) 
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 Сравнивая (10) и (11) находим, что для согласования этих уравнений 

достаточно будет определить систему координат так, чтобы выполнялись 

уравнения  

kΩkΩ

rv
rvr,r

&&

&

−=−=

−=−=−=

,

;
~

,~~
2

2

dt

d

dt

d

                                                 (12) 

Отображение (12), очевидно, описывает преобразование системы 

координат, связанное с выбором ориентации осей. Таким образом, мы 

доказали, что классическое движение в неинерциальной системе координат 

описывается в общей теории относительности в метрике (7).   

Полученный выше результат об эквивалентности описания движения в 

неинерциальных системах отсчета в классической механике и в общей теории 

относительности позволяет моделировать любые силы механической 

природы, включая силы электродинамического происхождения и само 

электромагнитное поле как механическую систему [1]. Это также означает, 

что классическая механика является точной, а не приближенной моделью в 

общей теории относительности [22].    

Наконец, заметим, что уравнение (2) для пустого пространства и при 

равной нулю космологической константе удовлетворяется автоматически, 

поскольку 0=α
βγδR   в метрике (7).  

 

Уравнения Максвелла в неинерциальных системах отсчета 

Максвелл [1] рассмотрел вопрос об изменении электродвижущей 

интенсивности в случае неинерциальной системы координат, скорость 

которой изменяется по закону (7). Максвелл пришел к выводу, что в случае 

замкнутых токов переход в неинерциальную систему координат не должен 

сказываться на электродинамических явлениях. С другой стороны, известно, 
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например, что в неинерциальной системе координат наблюдается эффект 

возбуждения тока ускорением [25]  

Среди оптических явлений в неинерциальных системах координат 

отметим опыт Саньяка [26], в котором наблюдается сдвиг полос в 

интерферометре, обусловленный вращением системы отсчета, и аналогичный 

ему эффект изменения пятна дифракции Френеля при периодическом 

изменении ускорения в системе маятника  [27].   

Для моделирования перечисленных явлений рассмотрим уравнения 

Максвелла в метрике  (7). Для этого используем стандартное представление 

уравнений электродинамики при наличии гравитационного поля [6-7] 
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Здесь использованы стандартные обозначения для векторов напряженности 

электрического и магнитного поля, для электрической и магнитной индукции, 

плотности электрического заряда и тока. Метрический тензор, скаляр 00gh = , 

вектор αα 0gg =  и трехмерный тензор βααβαβγ ghgg +−= , определитель 

которого фигурирует в системе уравнений (13), имеют вид: 
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Здесь мы положили для упрощения 1=c . Вычисляя определитель 

метрического тензора и трехмерного тензора в метрике (7), находим, что  

)1/(1,1 2ug −=−= γ . Приведем для сравнения систему уравнений Максвелла в 

тензорном виде [6-7] 
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Наконец, волновое уравнение, описывающее скалярный потенциал в 

произвольной метрике имеет вид  

0
1 =







 Ψ
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∂−
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∂

− ν
µν

µ x
gg

xg                                        (16)                                          

Используя выражение метрического тензора (14), находим уравнение 

потенциала в неинерциальной системе координат в метрике (7) 
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           (17)   

Компоненты скорости и ускорения вычисляются согласно первому 

уравнению (7) в виде 
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Уравнение (17) описывает многочисленные электродинамические и 

оптические эффекты, которые, можно наблюдать в неинерциальных системах 

отсчета. Часть этих эффектов зависит линейно от скорости и ускорения, чем 

объясняется, например, дипольное излучение системы зарядов, эффект 

Стюарта-Толмена [25], эффект Саньяка [26-27] и аберрация света звезд [28]. 

Другие эффекты зависят от квадрата скорости, но попытки зарегистрировать 

эти эффекты в известном эксперименте Майкельсона-Морли [29] не 

увенчались успехом. 

Отметим существенное отличие скалярного волнового уравнения (17) от 

уравнений Максвелла в трехмерной форме  (13). Уравнение (17) содержит 

слагаемые, линейные относительно ускорения системы, тогда как уравнения 

Максвелла  не содержит аналогичных слагаемых. Действительно, слагаемое 

пропорциональное ускорению возникает  в уравнениях (13) при 

дифференцировании по времени определителя )1/(1 2u−=γ , но его 

производная, как это легко можно видеть, пропорциональна  )( tuu ⋅ . 

Следовательно, уравнения Максвелла описывают эффекты, 

обусловленные ускорением, как эффекты второго порядка, тогда как  

волновое уравнение описывает аналогичные эффекты как эффекты первого 

порядка. Отметим, что излучение электромагнитных волн и эффект Стюарта-

Толмена являются эффектами первого порядка относительно ускорения 

системы.  

Второе отличие заключается в том, что волновое уравнение (17) 

содержит слагаемые, пропорциональные градиенту скорости, тогда как 

уравнения Максвелла вообще не содержат подобных слагаемых. Отметим, 
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что эти слагаемые описывают эффекты излучения при вращении системы, 

например, циклотронное излучение. 

Третье отличие заключается в том, что волновое уравнение (17) не 

содержит особенности при переходе через скорость света, тогда как 

уравнения (13) теряют свой смысл при условии, что 1→u , поскольку в этом 

случае 0→h . С другой стороны, уравнения Максвелла в ковариантной 

форме (15) не содержат особенности при переходе через скорость света.  

Наконец, заметим, что теория излучения в классической 

электродинамике строится на основе запаздывающих потенциалов, а не на 

основе уравнений (13). Действительно, запаздывающие потенциалы 

позволяют связать излучение с движением зарядов в системе, что 

равносильно переходу в неинерциальную систему отсчета и к волновому 

уравнению типа (17).          

Моделирование распространения волн в ускоренных и 

вращающихся системах отсчета  

Вопросы моделирования плоских и цилиндрических волн в ускоренных 

и вращающихся системах отсчета были рассмотрены в работе [22]. Было 

установлено, что скорость распространения волнового фронта может 

изменяться в широких пределах в зависимости от ускорения системы. При 

некоторых условиях возможным является эффект остановки и разворота 

волнового фронта. Этот эффект объясняется тем, что в метрике (7) 

выполняется классическое правило сложения скоростей.  

В случае трех пространственных измерений задача о распаде начального 

состояния для уравнения (17) формулируется следующим образом: 
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                         (19)    

На рис. 1-3 представлены данные численного моделирования распада 

начального состояния в нейтральной системе по уравнениям (17)-(19). 

Ускорение системы в численной модели (19) описывается шестимерным 

вектором параметров },,,,,{ 654321 gggggg , величина которого нанесена на 

рис. 1-3. Из анализа данных, представленных на рис. 1-3 следует, что 

скорость волнового фронта при распаде начального состояния может 

изменяться в широких пределах в зависимости от ускорения системы. 

 

Рис. 1. Распад начального состояния в трехмерной системе, движущейся с 

ускорением: вектор параметров ускорения },,,,,{ 654321 gggggg  показан над 

трехмерным изображением волн в фигурных скобках. 
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Рис. 2. Распад начального состояния в трехмерной системе, движущейся 

с ускорением: вектор параметров ускорения },,,,,{ 654321 gggggg  показан над 

трехмерным изображением волн в фигурных скобках 

 

Полученные результаты о скорости распространении волнового фронта в 

метрике ускоренных и вращающихся систем показывают, что геометрия 

плоского пространства Минковского, автоморфизмы которой составляют 

группу Лоренца [10]  не является единственно возможной для физических 

приложений. Другая возможная геометрия – это риманова геометрия общей 

теории относительности [4-12]. В этом случае существует метрика (7), 

описывающая геометрию пространства-времени в ускоренных и 

вращающихся системах отсчета. В метрике (7) выполняется  классическое 

правило сложения скоростей и теорема Кориолиса (1), справедливая в 

классической механике [13-15].    
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Рис. 3. Распад начального состояния в трехмерной системе, 

вращающейся с ускорением: вектор параметров ускорения 

},,,,,{ 654321 gggggg  показан над трехмерным изображением волн в фигурных 

скобках 

Отметим, что при формулировке специальной теории относительности 

Эйнштейн [3-4] опиралась не на эксперимент  Майкельсона-Морли [29] и не 

на гипотезу Фитцджеральда и Лоренца о сокращении продольных размеров 

[30-31], а на принцип относительности и гипотезу о постоянстве скорости 

света в инерциальных системах отсчета. Как известно, эти два принципа 

широко используются в современной квантовой теории и в физике 

элементарных частиц [32-35].  
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Уравнения Янга-Миллса в неинерциальных системах отсчета 

Преобразование уравнений Янга-Миллса к подвижным осям 

осуществляется по стандартной схеме [33-35]. Рассмотрим динамическую 

систему, включающую метрический тензор  µνg , поле Янга-Миллса αµA  и  

поле ϕ , которое преобразуется как тензор при координатных 

преобразованиях и реализует матричное представление поля Янга-Миллса. 

Лагранжиан системы имеет вид 

∫

∫

∫ ∫
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                                                (20)                                      

Здесь ναµµαναµν δδδ •• −= AAF , точкой обозначено ковариантное 

дифференцирование: 

σ
µν

ν
σ

α
µαµµµµ ϕϕϕ Γ+=ΩΩ+

∂
∂=• GAG
x

,                              (21)                                      

α
α
µ GA , - компоненты поля Янга-Миллса и генераторы группы 

соответственно. Как известно, в этом случае выполняются коммутационные 

соотношения 

ϕϕϕ τ
µνσ

τ
σ

α
µναµνµν )( RGFG +−=− ••                                      (22)                                      

Уравнения поля, которые соответствуют каждому из действий (20) с 

индексом  имеют вид 
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                                                (23)                                      
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При совместном действии гравитационного поля, поля Янга-Миллса и 

скалярного поля имеем 
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Здесь тензор плотности энергии-импульса и плотность тока  Янга-

Миллса определяются соответственно как 
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      (25) 

Последние два условия на дивергенцию плотности тока и тензора 

плотности энергии-импульса являются следствием динамических уравнений 

(24).  

Рассмотрим систему (24)-(25) в метрике (7). В силу того, что в этой 

метрике тензор Римана тождественно равен нулю, 0=α
βγδR , система уравнений 

(24) принимает вид 

0
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                                                            (26)                                      

Отсюда следует, что тензор плотности энергии импульса в системах с 

ускорением не может быть произвольным, а связан линейно с метрическим 

тензором, который зависит от ускорения системы. В силу первого уравнения 

(25) такая связь накладывает ограничения на поле Янга-Миллса, которое, в 

свою очередь,  также зависит от метрического тензора, согласно второму 

уравнению (26).  
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Заметим, что теория Янга-Миллса является основной моделью слабых и 

сильных взаимодействий [35-36]. Таким образом, если ускорение системы 

может повлиять на поле Янга-Миллса, то, следовательно, ускорение влияет 

на ядерные процессы, например, на параметры радиоактивного распада.  

 

Моделирование распространения волн в глюонном конденсате  в 

ускоренных и вращающихся системах отсчета  

Проблему моделирования атомных ядер и адронов можно упростить, 

рассматривая некоторые средние параметры системы. Было показано [36-37], 

что в случае глюонного конденсата уравнения квантовой хромодинамики 

сводятся к двум уравнениям.  Рассмотрим  скалярную модель глюонного 

конденсата [24, 36-39] в метрике (7), имеем 
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Здесь ковариантная производная понимается в смысле уравнения (16) 
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Используя выражение метрического тензора (14), находим уравнения 

скалярной модели глюонного конденсата в неинерциальной системе 

координат в метрике (7) 
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   (29)    

В работах [38-39] система уравнений (27) использовалась для 

моделирования спектра масс адронов и энергии возбужденных состояний 

атомных ядер. Отметим, что система уравнений (27) получена при 

следующих допущениях [36-37] 

,)(*)()()(),()( 2121212
ababbaab mxxCxAxAxxG µνµννµµν φφ +≈=                       (30) 
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,)(*)()()(),()( 2121212
mnmnnmmn mxxCxAxAxxG µνµννµµν χχ +≈=                (32) 
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Здесь 3,2,1,,, =dcba  - SU(2) индексы; 8,7,6,5,4,,, =qpnm - индексы 

дополнения; ...
...

...
... ,mC  - некоторые константы.  

 Для системы уравнений (29) поставим следующую задачу 
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                         (34)    

 Система уравнений (29) при условиях (34) интегрировалась численно  с 

использованием стандартного алгоритма решения волновых уравнений при 

значениях параметров 8,2/,16,1 212121 ======= LLxxkkpp . Результаты 

численного моделирования представлены на рис. 4-5.  

 

Рис. 4.  Распад начального состояния в глюонном конденсате с 

параметрами 8,2/,16,1 212121 ======= LLxxkkpp  в инерциальной 

(вверху) и ускоренной системе: вектор параметров ускорения 

},,,,,{ 654321 gggggg  показан над трехмерным изображением волн в фигурных 

скобках. 
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Рис. 5.  Распад начального состояния в глюонном конденсате с 

параметрами 8,2/,16,1 212121 ======= LLxxkkpp  в инерциальной 

(вверху),  ускоренной и вращающейся системе: вектор параметров ускорения 

},,,,,{ 654321 gggggg  показан над трехмерным изображением волн в фигурных 

скобках. 

 

Отметим, что в системе без ускорения после распада начального 

состояния формируются нелинейные волны – верхние  рис. 4-5. При наличии 

же ускорения и вращения система теряет устойчивость – нижние рис. 4-5. Эти 

результаты показывают, что ускорение и вращение атомных ядер может 

приводить к развитию неустойчивости, что ведет к распаду системы. 
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Наконец, заметим, что с точки зрения общей теории относительности 

не существует привилегированных систем отсчета, тогда как инерциальные 

системы отсчета, очевидно, являются привилегированными. Расширение 

используемых в физике систем отнесения, допускаемых принципом 

относительности, является очевидным шагом на пути развития квантовой 

теории. Это позволят включить метрику типа (7) и уравнения типа (17) и (29) 

в число основных инструментов исследования фундаментальных свойств 

материи и движения, наряду с другими метриками, типа метрики адронов и 

метрик многомерных пространств [24].   
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