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1. Введение 

 Пусть K  − поле и G  − конечная группа. Генерирующий многочлен 

дает описание расширений Галуа с группой Галуа G . 

 Напомним определение генерирующего многочлена [3]. 

 Определение 1. (Кемпер). Пусть K  − поле и G  − конечная группа. 

Назовем нормированный, сепарабельный многочлен ),,...,( 1 Xttg m  из кольца 

])[,...,( 1 XttK m  генерирующим для группы G  над полем K , если 

выполняются следующие два свойства: 

(1) группа Галуа многочлена g  (как многочлена от X  над полем 

),...,( 1 mttK ) есть G ; 

(2) если L  − бесконечное поле, содержащее K  и LN /  − расширение 

Галуа с группой G , тогда существуют элементы  ,,...,1 Lm ∈λλ  

такие, что N  является полем разложения многочлена 

),,...,( 1 Xg mλλ  над .L  

В последнее время стала интересна следующая проблема. 
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Проблема 1. Дана конечная группа G  и бесконечное поле K . 

Существует ли для данной группы G  над данными полем K  

генерирующий многочлен , и если да, построить его в явном виде. 

Замечание. 1) Общее  описание  8C -расширений   над  полями  

характеристики, неравной 2,  содержащими элемент 2  было дано в [7]. В 

частности, если элемент ,2 K∈   то  многочлен   

1
416208 2

4
234268

+
+−+−

t
sXsXssXX    является 

генерирующим многочленом для циклической группы 8C  над полем ,K  

характеристики неравной 2. 

 С другой стороны, Saltman доказал, что не существует 

генерирующего многочлена для группы nC  над полем ,Q  если n|8   [6]. 

 2) Для циклической группы нечетного порядка и поля ,K  

содержащего элемент ,/1 ζζ +  где ζ  − первообразный корень n -ой степени  

из единицы, Miyake построил генерирующий многочлен [4]. 

 3) Smith [8] и Dentzer [1], независимо друг от друга, построили 

генерирующие многочлены для циклических групп нечетных порядков над 

полем .Q  

 4) Используя конструкцию Cohen’a, Nakano построил генерирующий 

многочлен для циклических групп нечетных порядков над полем K  

характеристики ,p  2≠p  [5]. 

 5) Над полем K  характеристики ,p  2≠p , известно, что существует 

генерирующий многочлен от n  параметров для циклических групп npC , 

однако в явном виде они не построены даже для маленьких p  и n  [2]. 

В данной работе строятся генерирующие многочлены для 

циклических групп порядков 4, 8 и 16 над полями характеристики 2. 
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 § 2. Построение генерирующего многочлена для циклической группы  

4-го порядка над полем характеристики два 

 Сформулируем теорему Витта о циклических расширениях [9]. 

 Теорема 2.1. (Витт). Пусть p  − простое число, K  − поле  

характеристики ,p  KL /  − циклическое расширение степени 1−fp  ( 1>f ). 

Обозначим через σ  −  порождающий элемент циклической группы Галуа 

расширения  KL / . Тогда, существуют такие элементы ,, L∈γδ  что  

,1/ =δKLSp   .)( δδγγσ −=− p  Для любого Ku ∈  поле ,M  полученное 

присоединением к L  корня θ  уравнения ,γ+=− uxx p  является расширением 

Галуа поля K  с циклической группой Галуа порядка ,fp   и так может быть 

получено любое циклическое расширение степени ,fp  содержащее поле .L  

При этом ).(θKM =  Продолжение автоморфизма σ  поля L  на поле M  

можно выбрать так, что .)( δθθσ +=  

 Для 4C -расширений Галуа теорема Витта дает следующие 

результаты. 

 Теорема 2.2. Пусть K − поле характеристики 2, KM /  − циклическое 

расширение степени 4, KL ⊃ − квадратичное над K  подполе .M  Тогда 

существуют такие элементы ,,,, MLKba ∈∈∈ βα  что выполняются 

равенства: ., 22 αββαα aba +=+=+  При этом ),(αKL =  ),(βKM =  а 

автоморфизм σ , порождающий группу Галуа расширения ,/ KM  можно 

выбрать так, что ,1)( += αασ  .)( αββσ +=  

 Доказательство. Квадратичное расширение ,/ KL  как и любое 

квадратичное расширение поля характеристики 2, получается 

присоединением к K  элемента α , такого что ,2 a=+ αα  где a  − некоторый 

элемент из .K  Обозначим через σ  единственный нетождественный 

автоморфизм расширения ;/ KL  тогда, как известно, .1)( += αασ  Имеем: 

,1)1()(/ =++=+= ααασααKLSp      .)( 2 αααασ −==− aaa  
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 Поэтому, по теореме Витта существует такой элемент ,Kb ∈  что поле 

M  получается присоединением к L  корня уравнения ,2 αabxx +=+  причем 

),(βKM =  и автоморфизм σ  расширения KL /  можно так продолжить на 

расширение ,/ KM  что .)( αββσ +=    

 Теорема 2.3. Пусть ),( 211 ttKK =  − поле рациональных функций от 

независимых переменных 21, tt , ),(),( 1111 βα LMKL ==  где α  − корень 

многочлена ],[)( 11
2 yKtyyyg ∈++=  а β  − корень многочлена 

].[)( 112
2 xLttxxxh ∈+++= α  Тогда 11 / KM  − расширение Галуа с циклической 

группой 4-го порядка. При этом, ),(11 βKM =  а образующую σ  группы Галуа 

расширения 11 / KM  можно выбрать так, что ,1)( += αασ   αββσ +=)( . 

 Доказательство. Ясно, что многочлен )(yg  неприводим над ,1K  а 

многочлен )(xh  неприводим над ,1L  поэтому степени расширений 11 / KL  и 

11 / LM  равны 2, а значит, .4]:[ 11 =KM  Пусть σ − единственный 

нетождественный автоморфизм расширения ;/ 11 KL  тогда 1)( += αασ , и 

поэтому 

,1)1()(
11 / =++=+= ααασααKLSp   .)( 2

111 αααασ −==− ttt  

Поскольку поле 1M  получается из поля 1L  присоединением корня β  урав- 

нения ,12
2 αttxx +=−  расширение 11 / KM  является по теореме Витта 

циклическим расширением 4-ой степени, причем ),(11 βKM =  а продолжение 

автоморфизма σ  расширения  11 / KL  на поле 1M  можно выбрать так, что 

.)( αββσ +=    

 В обозначениях теоремы 2.3 элемент β  является корнем не только 

многочлена )(xh , но и многочлена 

∏
∈

⋅==
)/(

21
11

))(()()(),;(
KLGal

xhxhxhttxf
τ

στ , 

Все коэффициенты которого принадлежат полю ),( 211 ttKK = . Укажем явный 

вид этого многочлена: 
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=+++++++=+++++++= ))(())()((),;( 112
2

12
2

12
2

12
2

21 tttxxttxxttxxttxxttxf ααασα

21
2
2

3
11

2
1

42
1211

2
1

22
1

2
2

24 )1( ttttxtxtxtttxtxtttxx ++++++=++++++++= αα . 

 Поскольку корень β  многочлена ),;( 21 ttxf  порождает расширение 

11 / KM  той же степени, что и степень многочлена ),;( 21 ttxf , этот многочлен 

неприводим. Следовательно, все его корни вместе с корнем β  

принадлежат нормальному расширению 11 / KM , а потому )(11 βKM =  − поле 

разложения ),;( 21 ttxf , и группа Галуа этого многочлена над полем ),( 21 ttK  

совпадает с группой Галуа расширения 11 / KM , то есть является 

циклической группой 4-го порядка. 

 Теорема 2.4. Пусть K  − поле характеристики два. Тогда 

определенный выше многочлен ],,[),;( 2121 ttxKttxf ∈  является генерирующим 

для группы 4C  над полем .K  

 Доказательство. Мы уже убедились в том, что группа Галуа 

многочлена ),;( 21 ttxf  над полем ),( 21 ttK является циклической группой 4-го 

порядка. Осталось показать, что если 'K  − какое-то расширение поля ,K  а 

'/' KM  − циклическое расширение четвертой степени, то существуют такие 

элементы ,', Kba ∈  что 'M  − поле разложения специализации многочлена 

),;( 21 ttxf  при  ,1 at =   .2 bt =  

 По теореме 2.2 существуют такие элементы ,', Kba ∈  ', M∈βα  и 

порождающий элемент σ  группы Галуа расширения '/' KM , что 

.1)(,,),('' 22 +=+=+=+= αασαββααβ abaKM  

Ясно, что β  − корень многочлена ,)(' 2 αabxxxh +++=  а значит, и многочлена 

).()1())(())('()(')(' 232422 babaaxxaxaabxxabxxxhxhxf ++++++=+++++++=⋅= αασ

Следовательно, )(' xf  − специализация  многочлена ),;( 21 ttxf  при at =1  и 

.2 bt =  В частности, это означает, что ];[')(' xKxf ∈  поскольку его корень 'β  

порождает расширение '/' KM  той же степени, что и степень многочлена 

)(' xf , этот многочлен неприводим. Поэтому все корни )(' xf  вместе с 
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корнем β  принадлежат нормальному расширению '/' KM , и значит, 

)('' βKM =  − поле разложения многочлена )(' xf .   

§ 3. Построение генерирующего многочлена для циклической группы  

8-го порядка над полем характеристики два 

 Используя построение 4C -расширений Галуа поля K  характеристики 

два, будем строить согласно теореме Витта, циклические 8C -расширения 

Галуа. 

 Пусть K  − поле характеристики 2 и пусть сначала KM /  − 

циклическое расширение степени 4. Согласно теореме 2.2, существуют 

такие элементы ,, Kba ∈  ,L∈α  ,M∈β  что ,2 a=+ αα  αββ ab +=+2 . При этом 

),(αKL =  )(βKM = , а автоморфизм ,σ  порождающий группу Галуа 

расширения KM / , можно выбрать так, что ,1)( += αασ  .)( αββσ +=  Отсюда 

получаем: 

,11)1())(()(2 ααασασσασ =++=+==  ,1)1()()())(()(2 +=+++=+== βααβαβσβσσβσ  

.))(1())(1( 2 a+=++=−++=− βααβαβαβααβσ  

Следовательно, 

.1)()1())(1())(1)(1()( 22
/ =++++=++=++= aaaSp KM βββσαβσσαβ  

Далее, 

=+++++=−+++=− abaabaababa 222 )())(()( αβααβαβααβαβ  

=−+−+++−=+++++ ))(1()1)(()1()()( 22 αβσβσασβα abaaabaabaaab  

).)()(1( 2 αββασ abaaab ++++−=   

По теореме Витта получаем теперь, что для произвольного расширения 

KN /  8-ой степени, содержащего поле M , существует такой элемент Kc ∈ , 

что поле N  получается присоединением к M  корня γ  многочлена 

);)(()( 22 αββα abaaabcxxxg +++++−−=  при этом ).(γKN =  Поскольку каждое 

циклическое расширение KN / степени 8 содержит подрасширение KM / , 
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являющееся циклическим расширением 4-ой степени, мы получаем отсюда 

(используя теорему 2.2) следующую теорему. 

 Теорема 3.1. Пусть K  − поле характеристики 2, KN /  − циклическое 

расширение степени 8. Тогда существуют такие элементы 

,,, Kcba ∈  ,,, N∈γβα  что:  

,2 a=+ αα  ,2 αββ ab +=+  .)( 22 αββαγγ abaaabc +++++=+  

При этом ),(γKN =  а подполя ),(αKL =  )(βKM =  поля N имеют над K  

соответственно степени 2 и 4. 

 Теорема 3.3. Пусть ),,,( 3211 tttKK =  ),(11 αKL =  ),(11 βLM =  ),(11 γMN =  где 

α  − корень многочлена ],[)( 11
2 zKtzzzg ∈++=  β − корень многочлена 

],[)( 112
2 yLttyyyh ∈+++= α  γ  − корень многочлена ++++= α213

2)( tttxxxp    

].[)( 1121
2
1 xMtttt ∈++++ αββ  Тогда расширение 11 / KN  является расширением 

Галуа, группа Галуа которого является циклической группой 8-го порядка. 

При этом )(11 γKN = . 

 Доказательство. Ясно, что многочлен )(zg  неприводим над полем 

1K , многочлен )(yh  неприводим над 1L , а многочлен )(xp  неприводим над 

,1M  так что ,2]:[]:[]:[ 111111 === MNLMKL  а значит, тогда, .4]:[ 11 =KM  По 

теореме 2.3 расширение 11 / KM   является циклическим расширением 

степени 4, и можно так выбрать порождающий его группу Галуа 

автоморфизм ,σ  что ,1)( += αασ  .)( αββσ +=  Как показано в начале 

параграфа, тогда: 

,1)(
11 / =αβKMSp   ).)()(1()( 121

2
121

2 αββασαβαβ tttttt ++++−=−  

Поскольку поле 1N  получается из поля 1M  присоединением корня γ  

уравнения ,)( 121
2
1213

2 αββα tttttttxx +++++=−  расширение 11 / KN  является по 

теореме Витта циклическим расширением степени 8, причем ).(11 γKN =    

 Сохраним обозначения теоремы 3.2 до конца параграфа. Элемент γ  

является не только корнем многочлена ),(xp  но и корнем многочлена 
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∏
∈

⋅⋅⋅==
)/(

32
321

11

)),(())(())(()()(),,;(
KMGal

xpxpxpxpxptttxf
σ

σσσσ  

все коэффициенты которого принадлежат полю ).,,( 3211 tttKK =  Поскольку 

корень γ  многочлена ),,;( 321 tttxf  порождает расширение 11 / KN  той же 

степени, что и степень самого многочлена, этот многочлен неприводим. 

Следовательно, все корни ),,;( 321 tttxf  вместе с корнем γ  принадлежат 

нормальному расширению 11 / KN , а потому, )(11 γKN =  − поле разложения 

многочлена ),,;( 321 tttxf , и группа Галуа этого многочлена над полем 

),,( 321 tttK  совпадает с группой Галуа расширения  11 / KN , т.е. является 

циклической 8-го порядка. 

 Теорема 3.3. Пусть K  − поле характеристики 2. Тогда определенный 

выше многочлен ],,,[),,;( 321321 tttxKtttxf ∈  является генерирующим для 

группы 8C  над полем .K  

 Доказательство. Докажем второй пункт в определении 

генерирующего многочлена (первый пункт был доказан выше). Покажем,  

что если 'K  − какое-то расширение поля ,K  а '/' KN  − циклическое 

расширение степени 8, то существуют такие элементы ,',, Kcba ∈  что 'N  − 

поле разложения специализации многочлена ),,;( 321 tttxf  при ,1 at =   ,2 bt =  

.3 ct =  

 По теореме 3.1 существуют элементы  ,',, Kcba ∈  ,'',',' N∈γβα   такие,  

что ),'('' γKN =    ,''2 a=+αα   '''2 αββ ab +=+ ,    а    также   

'.'')(''' 22 βαβαγγ abaaabc +++++=+  

Положим ),'('' αKL =  ).'('' βLM =  Каждая из степеней ],':'[ KL   ],':'[ LM  ]':'[ MN  не 

больше 2, а их произведение равно .8]':'[ =KN  Поэтому 

,2]:[]:[]:[ 111111 === MNLMKL  и следовательно, '/' KM  − расширение степени 

4, содержащееся в расширении степени 8. Значит, '/' KM  − циклическое 
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расширение степени 4. Тогда, по теореме 2.2 образующую 'σ  группы Галуа 

этого расширения можно выбрать так, что ,1')'(' += αασ  '.')'(' αββσ +=  

 Пусть ϕ  − гомоморфизм кольца ],,[ 321 tttK  в поле ,'K  тождественный 

на K  и отображающий элементы 321 ,, ttt  в ba,  и ;c  продолжим его до 

гомоморфизма из ],][,,[ 321 βαtttK  в ,'N  положив ,')( ααϕ =  '.)( ββϕ =  Такое 

определение корректно, так как 

,'')()( 2
1

2 ααϕααϕ +===+ at   '.'')()( 2
12

2 ββααϕββϕ +=+=+=+ abtt  

Кроме того, :'ϕσϕσ =  

)),((')'('1')1())(( αϕσασααϕασϕ ==+=+=  

)).((')'(''')())(( βϕσβσαβαβϕβσϕ ==+=+=  

Заметим, что многочлен ''')(')(' 22 βαβα abaaabcxxxp +++++++=  может быть 

представлен в виде: 

));(())(()(' 121
2
1213

2 xptttttttxxxp ϕαββαϕ =+++++++=  

поэтому многочлен  

∏ ∏ ∏
= = =








===
3

0

3

0

3

0
))(())((('))('(')('

i i i

iii xpxpxpxf σϕϕσσ )),,;(( 321 tttxfϕ=  

является  специализацией многочлена ),,;( 321 tttxf  при ,1 at =  ,2 bt =  .3 ct =  В 

частности, это значит, что ];[')(' xKxf ∈  поскольку корень 'γ  порождает 

расширение '/' KN  той же степени, что и степень многочлена ),(' xf  этот 

многочлен неприводим. Следовательно, все корни )(' xf  вместе с корнем 'γ  

принадлежат нормальному расширению '/' KN , а потому )'('' γKN =  − поле 

разложения ).(' xf    

 Укажем теперь явный вид найденного нами 8C -генерирующего 

многочлена :),,;( 321 tttXf  

+++++++++++++= 1
3

112
2
2

2
12

3
1213

5
1

2
1

2
2

4
1

5
1

68
321 ]1[),,;( tXtttttttttttttXtXtXXtttXf  

++++++++++++++++ 2
1

2
2

4
1

2
2

2
1

3
2

2
12

4
12

5
1

3
12

7
1

5
121

3
2

2
1

3
212

2
2131

2
3

2 [][ ttttttXtttttttttttttttttttttX  
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+++++++++++++++++ 3
1

2
321

3
3

4
1

2
3

3
1

2
3

5
1

2
3

2
1

2
3

2
2

3
3

2
2

4
3

2
1

4
21

2
31

3
2

6
1

4
12

2
1

3
1

5
12 ] tttttttttttttttttttttttttttttt

+++++++++++++++ 2
1

5
2

4
1

4
2

3
1

4
2

11
1

6
2

6
1

4
2

7
13

4
132

5
132

2
13

2
213

3
2

2
13

3
21

2
32

2
1

2
32 ttttttttttttttttttttttttttttttttt

.3
1

3
2

6
1

2
2

2
1

4
2

5
12

9
12

4
1

3
2

6
1

3
2 tttttttttttttt +++++++  

§ 4. Построение генерирующего многочлена для циклической группы  

16-го порядка над полем характеристики два 

 Используя построения генерирующих многочленов для циклических 

групп 4-го и 8-го порядков можно построить генерирующий многочлен 

для циклической группы 16-го порядка. Результатом такого построения 

являются следующее утверждение. 

 Теорема 4.1. Пусть ),,,,( 43211 ttttKK =  ),(11 αKL =  ),(11 βLM =  ),(11 γMN =  

),(11 θNT =  где α  − корень многочлена ],[)( 11
2 zKtzzzg ∈++=  β  − корень      

многочлена ],[)( 112
2 yLttyyyh ∈+++= α  γ  − корень многочлена ++= xxxp 2)(  

+++ α213 ttt ],[)( 1121
2
1 xMtttt ∈+++ αββ  θ  − корень многочлена +++= 4

2)( txxxr       

+++++++++++++++++ βα )()( 21
3
12

2
13

2
1

2
2

2
1

4
1311

2
23221

4
1

2
22

3
1

5
113321 btttttttttttttttttttttttttttt

+++++++++++++++++ βγαγαβγ )()()( 2
1122122

2
1

4
1

2
23

2
212

3
13121

4
1

2
23 tttttttttttttttttttttt  

.αβγa   Тогда расширение 11 / KT  − расширение Галуа, группа Галуа которого 

является циклической группой 16-го порядка. При этом )(11 θKT = . 

 Как и в предыдущих параграфах, аналогичным образом, 

устанавливается, что элемент θ  является корнем не только многочлена 

),(xr  а но и корнем многочлена  

∏
∈

⋅⋅⋅⋅==
)/(

432
4321

11

))(())(())(())(()())((),,,;(
KMGal

xpxpxpxpxpxpttttxf
σ

σσσσσ , 

причем его группа Галуа является циклической группой 16-го порядка. 

Отсюда,  по аналогии с доказательством теоремы 3.3, справедлива теорема: 

 Теорема 4.3. Пусть K − поле характеристики два. Тогда 

определенный выше многочлен ],,,,[),,,;( 43214321 ttttxKttttxf ∈  является 16C -

генерирующим многочленом над полем .K  

 Замечание. Очевидно, согласно нашей конструкции, мы можем 

построить в неявном виде (и доказать их существование) генерирующие 
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многочлены для циклических групп  порядков n2  ...),3,2,1( =n  над полем 

характеристики два, однако нахождение таких многочленов в явном виде 

слишком громоздко. 
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